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Geometria. —  Su  certi fibrati in coniche di P 2x P 2, alcuni dei 
quali unirazionali e non razionali. N ota  di A n d r e a  D e l  C e n 

t i n a i  e L u i s e l l a  V e r d i  <(*) **>, presentata <***> dal Socio G. Z a p p a .

SUMMARY. —  In this note we show that every smooth “  general enough ”  hypersurface 
of bidegree (ft , 2) with ft >  1 in P2x P 2 is an ordinary non rational conic-bundle. Moreover 
we construct an example, for ft — 3, which is unirational.

1. In questa Nota si studiano le ipersuperfici lisce X di P2x P 2 di 
dimensione di Kodaira —- 00.

Una semplice applicazione della formula di aggiunzione (cfr. § 2) mostra 
che tali ipersuperfici hanno bigrado (ft , q) con q <  2.

Per q =  o , X =  C XP2, dove C è una curva piana, per q =  1 X è f r a 
zionale ad un fibrato in rette proiettive su P2, ed è quindi razionale.

Per q — 2, sotto opportune ipotesi di genericità che specificheremo più 
avanti (cfr. § 2), si prova che tali ipersuperfici X sono fibrati in coniche 
ordinari (cfr. § 3), che per p  =  1 sono ovviamente razionali, mentre per 
p  >  2 sono non razionali; ciò in virtù di un noto teorema di Mumford 
(cfr [4] o [2] i .3.11) risultando la curva discriminante di grado 3 p  >  6.

Il caso p  =  2 q — 2 è già stato considerato per altra via (cfr. [2] 
v) pag. 195) e la X relativa costituisce un esempio di varietà unira
zionale non razionale.

Nel § 4 si prova che le ipersuperfici di P2x P 2 di bigrado ( p , q) con p  > 2 ,  
q — 2, ammettono «infinite» bisecanti che risultano essere piani doppi.

Un noto teorema di Enriques (cfr. per esempio [2] 1.2 .9)  ci permetterà 
allora, insieme al criterio di razionalità di Clebsch-Noether per i piani doppi 
(cfr. per esempio [1]), di costruire nel § 5 un esempio di fibrato in coniche 
unirazionale e non razionale.

2. Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica diversa da 
2, e sia P2 (K) =  P2 il piano proiettivo su K.

Sia X la ipersuperficie di P2x P 2 definita dall’equazione:

(1) FP,ì =  y v a (x ; y ) =  Fp'ffO 0 , , x2 ; y 0 , y 1 , y 2) =  o ,

dove Fp’q (x0 , x l , x2 ; y 0 , y x , y 2) è un polinomio biomogeneo di bigrado (j>, q)

(*) Collaboratore del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Collaboratrice del I.A.G.A. del C.N.R.

(***) Nella seduta del 6 dicembre 1980.
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nei due gruppi di coordinate omogenee (x0 , x1 , x2) , ( y 0 , y 1 , y 2) rispettiva
mente nel primo e nel secondo fattore di P2 x P 2.

Indichiamo con Qx il fascio canonico su X.
Per la formula di aggiunzione si ha:

— Üp2xp2 (g) det Nx|p2xp2 — ® x(p  ■— '3 > ? — 3)-

Allora X ha dimensione di Kodaira — oo solo se fi <  3 (oppure q <  3). 
D ’ora in avanti FM  sarà sempre tale che q <  2.
Se  ̂ =  o , X è C xP 2 dove C è la curva piana di equazione

Fp,° (x0 , x x , ; y 0 , y 1 , y 2) =  F* (x0 , xx , x2) =  o

e dunque X è una rigata (non necessariamente razionale).
Se q =  i X è birazionale ad un fibrato in rette proiettive su P2 e 

quindi X è razionale.
Nel seguito studieremo le ipersuperfici X che risultano dalla condizione 

q =  2, cioè ipersuperfici del tipo:
2

(O  Fp’2 (x0 , *1 , *2 ; y 0 , y i , yì) =  2  an (xo , =  °
i , j=0

dove

&ij (fio 1 1̂ ì ^2) (fio y y f it)  •

In particolare esamineremo alcune proprietà geometriche di X che risul
teranno vere per X «sufficientemente generale». Più precisamente, se r  è 
lo spazio dei parametri corrispondente ai coefficienti che compaiono nella ( i 7), 
la proposizione i vale per le X rappresentate da F27’2 =  o quando i coeffi
cienti di F27’2 sono in un opportuno aperto di Zariski di PN. Tuttavia, poiché 
sarebbe laborioso verificare che le condizioni (3) e (4) sono algebriche, ci 
limiteremo a provare la Proposizione 1 per X «generica», cioè, sia Kx un 
campo e nell’equazione (1') prendiamo i coefficienti trascendentalmente indi- 
pendenti su Kx, il campo base K è ottenuto aggiungendo questi coefficienti 
a Kx e facendo la chiusura algebrica di tale estensione.

3. Sia T =  (xo , Xi , xl) un punto nel primo fattore di P2 X P2, indichiamo 
con P2 la fibra su T in tale prodotto.

Fissata, una volta per tutte, una retta l0 nel secondo fattore di P2x P 2, 
che senza perdere in generalità possiamo supporre di equazione y 2 — o, 
risulta fissata in ciascun P t una retta /0>t  che avrà equazione y 2 — o.

Ogni fibra P2 taglia X in una conica yT =  P |  H X di equazione:
2

Fp’2 ( x l , x \ , x\ ; y 0 , y x , y 2) =  V  ai} (xl , x\ , x\) y t y } —
i,j=0

2
=  S  au (T) ^ i ^  =  ° -i,j = 0

(2 )
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La retta /0>t apparterrà a yT se e solo se

# 0 0 y 0 2 ôiJKoXi a n y i  ~  o .

Le tre equazioni:

^ 0 0  (^ 0  > -^1 > -^ 2)  O  , ^0 1  (^ 0  > > ^ 2)  ::::::::: O  J ( X 0 , X J , X 2)  = z  O

definiscono tre curve, di grado p  , C , C' e C" nel primo fattore di P2x P 2, 
le quali se X è generica saranno tali che:

(3) c  n  C' n  c "  =  0 .

D ’ora in avanti assumeremo X generica in questo senso, così che la 
condizione (3) vale. Si ha allora:

Lem m a i. Se X è generica la retta Io}t rion appartiene a yT per ogni T. 

La conica yT si spezza in due rette coincidenti se e solo se rk (aió

CO) <  2*
Sia A {j (x0 , x1 , x2) il minore complementare di a^ (x0 , x±, x2) nella matrice

(a ij (#0 > x i > ^2))ì=o,i,2 • Le equazioni: 
j=0,1,2

(x0 , x 1 , x 2) =  o i  , j  =  o , i , 2

definiscono sei curve di grado 2/> ,C^-, nel primo fattore di P2x P 2.
Se X è generica le saranno tali che

(4) D c «  =  0 .
i j

Assumeremo X generica anche in questo senso. Si ha allora:

Lem m a 2. Se X è generica la conica yT, per ogni T, non è m ai 
spezzata in due rette coincidenti.

Indicheremo con A la curva, nel primo fattore di P2x P 2, definita dal
l’equazione:

(5) a  (x0 , xx , x2) =  det (ai} (x0 , x l , x 2)) =  o.

A è una curva di grado 3 p.
Riassumendo quanto detto si ha:

yT =  P t O X =  /T +  /T per ogni T e A con l'T 7  ̂1? 7  ̂/0>T .

Osserviamo adesso che la retta /0>T è tangente a yT se e solo se T appar
tiene alla curva C22, definita dall’equazione:

A 22 (x0 , Xy , x2) 0̂0 (*0 > 1 1̂1 (*o > 1̂ > -̂ 2) 0̂1 (x0 , Xj , x2) =: o •

Lem m a 3. Se X è generica allora X è non singolare se e solo se A è non 
singolare.
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Dimostrazione. Sia X non singolare e sia T =  (Xq , , x%)e A. Poiché
D e «  =  0  esiste almeno un minore A^- (x0 , xx , x2) tale che A y (xÒ , x\ , x®) =£ o, 
i j
senza perdere in generalità possiamo supporre che tale sia A 00. Sia yT =  A +  fa 
e sia P =  fa f i  fa . Poniamo P =  (x® , x® , x® \ y i  , y \  , y t ) , si ha allora:

(6) (y°o : y ì  : y t)  =  (A00 (T) : A 01 (T) : A fl2 (T)) =  (Aul (T) : A u (T) : A 12 (T)) =

=  (A02(T ):A 12(T ):A 22(T)).

Poiché A 00 (T) 9t o possiamo usare in P t le coordinate non omogenee (y x , y 2) 
(ponendo y 0 =  i), così P avrà coordinate (x°a , x\ , x® ; y \  , y t)  in P2 x A 2 con:

(7)
/.o  Os  /  A 01 (T) A 0 2 ( T ) \  / A u (T) A1 2 ( T ) \
{ y i ’ y 2 )  \  A0 0(T) ’ A00(T) /  \  A01(T) ’ A01(T) J

_  (  a 12(T) a 2 2 (T) \
l  A02(T) ’ A02(T) )  •

L ’equazione di yt *n coordinate non omogenee sarà allora

G ( y x ,  y 2 )  =  FP' 2 ( x °0 , X ° , X 2 ; 1 , y 1 ,  y 2 )  =  a 00 (T) +  2 a 01 (T) y ,  +

+  «il (T) y \  +  2  a ò2 (T) y 2 +  2 a 12 (T) y x y 2 +  æ22 (T) y t  =  o.

Ora, poiché P è punto doppio per Yt ^  ^a:

(8)

3G 0 0, 3Fp,a
( y i > yz) =  —r—  (P) =  odyx

3 G
3y 2

(y°i,y°z)

dyx

dFP’2

^ 2
(P) =  o .

D ’altra parte 

( 9 )

Dalle (7) si ottiene:

( y ï f  -  A” (T)

3F:<p, 2

<tyo
(P) =  o

A 00(T)

0
y i

0 , 0 _ A 12 (T)
a 0 0(T)y iy *  =

/ 0\ 2 A 22 (T)
(W  = A 00(T) ’

A 0i (T) 
Aoo(T)

0 A 02 (T)
y 2 =

Aoo(T)

Allora:

( io )
3F:p,2

3x„
/p A 01 (T) 3æu An (X) 1
(P) =  1 ^ 7 (T) + 2 1 ^ 7 (T) a 7 0 7  +  ^ 7 (T)â 7 cï>  +

+  2

+

3<2o2
3x0

3<z22

A02 (T) 2 3t212 A 12 (T) ^
3xft

3x n
(T)

AooCT)

A 82(T) ________________
Aoo (T) A 00 (T) 3x 0

3A

Aoo CO

(T).
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Analogamente

3Fì),a I dA
( i o a *  (P) = ^oo (T) dx1

(T)

9FP’2 ^ i dA(12)
3 2̂  ̂ ~~ Aoo(T) d X 2

(T)

Poiché P e X è non singolare dalle (8) e (9) segue che una tra le (io), 
(11) e (12) è diversa da zero, e quindi T è non singolare per A.

Viceversa, supponiamo A non singolare e sia P =  (Xq , x\ , x\ ; y i  , y \  , y£) 
un punto di X; sarà P e  yT per T =  ( 4  , ^  , xl).

Se P è non singolare per yT si avrà:

d¥p>2
(P )

2
a Y i ai}(T ) y i y ii,j=0 ( /o ,X ? ,X 2 ) ^ o

per qualche k =  o , 1 ,2  e quindi P è non singolare per X.
dFp’2

Se P è singolare per yT dalla (io), (11) e (12) segue che — —- (P) f i  o

per qualche i  =  o , 1 ,2 , altrimenti T sarebbe singolare per A; dunque P è 
non singolare per X.

OSSERVAZIONE i . Se la curva A è non singolare allora P) Ĉ - — 0 .
i j

Infatti se T e  P) è facile verificare che tutte le derivate di A  (x0 , xx , x2) 

si annullano in T.

Dai risultati ottenuti si deduce la seguente:
I
P rop osiz ion e 1. Sia  X una ipersuperficie d i bigrado (p  , 2) con p  >  2 

in P2x P 2, generica nel senso sopra specificato e liscia. A llora  X è mi fibrato 
in coniche ordinario con curva discriminante A d i grado 3 p  6).

P rop osiz ion e 2. Se X soddisfa le ipotesi della Proposizione 1 allora è 
non razionale.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla Proposizione 1 e dal cri
terio di Mumford di non razionalità dei fibrati in coniche ordinari (cfr. [4] 
O [2] 1.3.  II).

4. Per ogni retta /, di equazione y 2 — ay0 +  byly fissata nel secondo 
fattore di P2 x P 2, corrisponde in ogni Pt una retta /t di equazione
y» =  ay 0 +  h i  ■
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La retta /t  non appartiene a yT se e solo se le curve F , F' e T" di 
equazioni:

0̂0 Oo ) X1 > X%) 4“ 2  ̂ 0̂2 (*0 > 1̂ ) Xp) ~ì~ 2̂2 (X0 > 1̂ > X%) == ^

^01 O o  > ^ 1  ) ^ 2 )  4 “ ^ ^ 02  ( * 0 > > ^ 2 )  ^ ^ 12  ( * 0 5 > ^ 2 )  4 “ &b &22 O o  > ^ 1  > ^ 2)  O

^11 (* Q  , * 1  1 * 2 )  +  2  ^ 1 2  O o  > * 1  J ^ 2 )  +  &  a 22 (% 0  > * 1  » * 2)  =  °

sono tali che T D T' D T" =  0 .
Tale condizione è certamente verificata se X è generica e {a , b) varia in 

un opportuno intorno U  dell’origine in K2.
Poniamo:

S(«,ft) =  {(T  , R) I T nel primo fattore di P2x P 2 e R e / T f i y T}

Si ha un morfismo n : S(a>̂  —> P2 definito dalla proiezione di P2x P 2 sul 
primo fattore, genericamente (2 , 1).

S(a,b) è dunque un piano doppio per ogni (a , b) di U , che è diramato lungo 
la curva V(a,6) =  { T e  P2 1 tc-1 (P) =  {(T  , R )} , R =  /T n  yT) .

L ’equazione di V(a,b) è dunque:

[a0i (x0 , xx , x2) +  ba02 (x0 , x t , x2) +  aa12 (x0 , xx , x2) +  aba22(xQ , xx , x2)]2 — 

— [>oo (*o 1 xi , x2) +  2 aa02 (x0 , Xj_, x2) +  a2 a22 (x0 , xx , #2)] •

• [an (x0 , x 1 , x 2) + 2  <^12 (x0 , aq , *2) +  b2 a22 (x0 , x1 , x2)] =  o .

Se a =  b =  o V(a>&) =  C22.
Un modo per provare l’unirazionalità di X è determinare, in virtù del 

criterio di unirazionalità di Enriques (cfr. per esempio [2] 1.2.9),  un (̂a,b) 
razionale e per far questo ci si può basare sul criterio di razionalità dei 
piani doppi di Clebsch-Noether (cfr. per esempio [1]).

Se fi =  2 , S è  sempre razionale, poiché Vça,b) è una quartica, e così 
l’ipersuperficie X di bigrado ( 2 , 2 )  in P2x P 2 è sempre unirazionale.

Per p  3> affinchè S(a>̂  sia razionale occorre che V(a>̂  acquisti delle 
singolarità ben determinate e ciò fa sorgere alcune difficoltà.

Nel prossimo paragrafo diamo un esempio di ipersuperficie liscia di 
bigrado ( 3 , 2 )  di P2x P 2 unirazionale.

5. Sia K =  C e sia X la ipersuperficie di P2x P 2 di equazione:

F3’2 (x0 , x 1 , x 2 ; y 0 , y 1 , y 2) =  z  (x\ — x\) y l  +  z  (x\ +  x\) y 0 y x +

+  x l y ì  +  2  x l y 0y 2 —  12 x \ y xy 2 —  12 x2y \  =  o -

La curva A associata ha equazione:
0 9 9 6 3 6 3 6 3x0 ----36 Xi --- 12 X% -J- 12 X0:X\ +  12 X0 X2 +  72 X\ X% =  O.
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Si verifica facilmente che A è non singolare e dunque in virtù del
l’Osservazione i P) C {j =  0 . D ’altra parte si verifica direttamente che 

i j
C f l C' f l  C" — 0  . Dunque X è generica e così in virtù del Lemma 3 la X 
è non singolare. Per la Proposizione 1 X è un fibrato in coniche ordinario.

La S(0}o) è un piano doppio con curva di diramazione V(o,o) =  C22 di 
equazione:

6 - 6 , 3 3x0 X2 +  X0Xì =  o

che, come è facile vedere, ha nel punto ( 0 , 1 , 0 )  un punto triplo con un altro 
punto triplo infinitamente vicino e nessun’altra singolarità. S(0,o) è dunque 
razionale e X unirazionale.

Senza difficoltà si può costruire un fascio di ipersuperfici di bigrado (3 , 2 ) ,  
di cui la X precedente fa parte, il cui elemento generico è unirazionale.

6. Alcune osservazioni.
Siano (z0 > zx , z2 > > #4) coordinate omogenee in P4 e consideriamo l’ap

plicazione birazionale 9 : P2 X P2 -> P4 definita sull’aperto P2x P 2\ { ^ 2X2 =  °} 
mediante le equazioni:

*0 =  *0

#1 =  V  

*2 = ^0  

*3 =  y i

che definiscono un isomorfismo tra {x2 7^o} X { y 2 7  ̂0} in P2 X P2 e {z4 ^  0} 
in P4.

L ’immagine dell’ipersuperficie (i') per la 9 è allora l’ipersuperficie di 
grado p  - f  2 di P4 definita dall’equazione:

Fp+2 (z0 , z l t z2 , z 3 , z 4) =  a00 (z0 , z1 , *4) z\ +  2 a01 (z0 , zx , z 4) z2 z 3 +

+  2 [a02 (z0z1 z 4) z 4] z2 +  an (z0 i z1 , z 4) z3 +

+  2 [a12 (z0 , * i , z4) z4] % +  a22 (zq , zx , z 4) z * = 'o  .

Si vede subito che 9 (F27*2) ha una retta di molteplicità p , che  è la retta 
di equazioni z 0 — z4 =  z 4 =  o. Ipersuperfici di questo tipo sono studiate 
in [3] e [5].

L ’ipersuperficie di bigrado ( 3 , 2 )  di cui al § precedente è trasformata 
nell’ipersuperficie:

2 (zi — zi) zi +  2 (zi +  zi) z2 z 3 +  zi z% +  2 zi z4 z2 —  12 z \ z 4z 3 — 1 2 4  =  o.

Tale ipersuperficie possiede la retta tripla z 0 =  zx =  z 4 =  o che non ha punti 
di singolarità maggiore (ma possiede due punti uniplanari), la retta doppia 
z2 =  z 3 =  z 4 =  o e nessun’altra singolarità.
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