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Geometria. — Swu certs fibrati in coniche di P*XP?, alcuni det
qualt unirazionali ¢ non razionali. Nota di Anprea Drr CEN-
TINA ® e LuiseLLa VERDI ™, presentata ** dal Socio G. ZAPPA.

SUMMARY. — In this note we show that every smooth general enough ” hypersurface
of bidegree (4, 2) with # > 1 in P2XP? is an ordinary non rational conic-bundle. Moreover
‘we construct an example, for p = 3, which is unirational.

1. In questa Nota si studiano le ipersuperfici lisce X di P*xP? di
dimensione di Kodaira — oo.

Una semplice applicazione della formula di aggiunzione (cfr. § 2) mostra
che tali ipersuperfici hanno bigrado (#,¢) con ¢ < 2.

Per g = 0, X = CXP? dove C & una curva piana, per ¢ = 1 X & bira-
zionale ad un fibrato in rette proiettive su P? ‘ed ¢ quindi razionale.

Per ¢ = 2, sotto opportune ipotesi di genericity che specificheremo pil
avanti (cfr. §2), si prova che tali ipersuperfici X sono fibrati in coniche
ordinari (cfr. § 3), che per p =1 sono ovviamente razionali, mentre per
p = 2 sono non razionali; cio in virth di un noto teorema di Mumford
(cfr [4] 0 [2] 1.3.11) risultando la curva discriminante di grado 3 p = 6.

Il caso p =2 ¢ =2 ¢ gid stato considerato per altra via (cfr. [2]
v) pag. 195) e la X relativa costituisce un esempio di varietd unira-
zionale non razionale.

Nel § 4 si prova che le ipersuperfici di P2XP? di bigrado (p, ¢) con p =2,
¢ = 2, ammettono «infinite» bisecanti che risultano essere piani doppi.

‘Un noto teorema di Enriques (cfr. per esempio [2] 1.2.9) ci permettera
allora, insieme al criterio di razionality di Clebsch-Noether per i piani doppi
(cfr. per esempio [1]), di costruire nel § 5 un esempio di fibrato in coniche
unirazionale e non razionale.

2. Sia K un campo algebricamente chiuso di caratteristica diversa da
2, e sia P*(K) = P2 il piano proiettivo su K.
Sia X la ipersuperficie di P2xP? definita dall’equazione:

(I) F?? = F”’q(x ,y) = Fp,q<x0 y X1y ¥e 3 Vo M1 :y2> =0,

dove F”? (x4, %, , %33 %0, Y1, ¥2) € un polinomio biomogeneo di bigrado (p , ¢)

(*) Collaboratore del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Collaboratrice del 1.A.G.A. del C.N.R,
(¥¥*%) Nella seduta del 6 dicembre 1980.
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nei due gruppi di coordinate omogenee (x,, %, %), (¥9,¥1,¥.) rispettiva-
mente nel primo e nel secondo fattore di P2x P2
Indichiamo con Qx il fascio canonico su X.

Per la formula di aggiunzione si ha:
Qx ~ Qpzyp2 @ det Nxpeyp2 = Ox (p — 3,9 — 3).

Allora X ha dimensione di Kodaira — 00 solo se p < 3 (oppure g7 < 3 )
D’ora in avanti F”'? sard sempre tale che ¢ < 2.

Se g =0,X ¢ CxP? dove C ¢ la curva piana di equazione
FP? (xg, %1, %25 Yo s 1 v ¥2) = FP (20,21, 25) = 0

e dunque X & una rigata (non necessariamente razionale).

Se ¢ =1 X ¢ birazionale ad. un fibrato 1n rette proiettive su P? e
quindi X & razionale.

Nel seguito studieremo le ipersuperfici X che risultano dalla condizZione
g = 2, ciot ipersuperfici del tipo:

(1) F?* (Zo» X1, %23 VoY1, V2) = E @y (%o, ¥1,%)¥;¥;=0

i,j=0

dove
aij (xo ) Xy Hg) = Zji (xo ) Xy, Xg)

In particolare esamineremo alcune proprietd geometriche di X che risul-
teranno vere per X «sufficientemente generale». Pili precisamente, se P" &
lo spazio dei parametri corrispondente ai coefficienti che compaiono nella (1),
la proposizione 1 vale per le X rappresentate da F”® = o quando i coeffi-
cienti di F* sono in un opportuno aperto di Zariski di PY. Tuttavia, poiché
sarebbe laborioso verificare che le condizioni (3) e (4) sono algebriche, ci
limiteremo a provare la Proposizione 1 per X «generica», ciog, sia K; un
campo e nell’equazione (1") prendiamo i coefficienti trascendentalmente indi-
pendenti su K, il campo base K & ottenuto aggiungendo questi coefﬁc1ent1
a K, e facendo la chiusura algebrica di tale estensione.

3. SiaT = (xo , X, xz) un punto nel primo fattore di P2><P2 indichiamo
con P} la fibra su T in tale prodotto.

Fissata, una volta per tutte, una retta /, nel secondo fattore di P2xP?,
che senza perdere in generalitA possiamo. supporre di equazione ¥, =0,
risulta fissata in ciascun P} una retta %1 che avrd equazione y, == 0.

Ogni fibra Pi taglia ‘X in una conica Yr = P30 X di equazione:

(2) | (xo,xl,xa,yo YY1y Ye) = 2 a”(xo’xl’)&)yzy]

i,5=0

= E “w (Dyiy;=o-

1,5=0
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La retta /,r apparterra a vy, se e solo se
2 2
@Yo —2anYo)1r — Y1 = 0.
Le tre equazioni:
aoo(-"fo»xl:xz):o » 401(750,951,952):0 ) au(xo;xl,xz>:0

definiscono tre curve, di grado p,C,C’ e C” nel primo fattore di P*xP?
le quali se X & generica saranno tali che:

(3) CnCnC"=g.

D’ora in avanti assumeremo X generica in questo senso, cosi che la
condizione (3) vale. Si ha allora:

LEMMA 1. Se X ¢ generica la retta lyx non appartiene a v, per ogni T.

La conica y; si spezza in due rette coincidenti se e solo se 7% (a;
(T)) < 2.
Sia Ay; (%9, #1, #,) il minore complementare di a;; (%, , %, , %) nella matrice

(ai; (%o, %1, xz))i_:g,%,g . Le equazioni:
=901,

J

Ay(xe, %y, 25) =0 i,j=0,1,2

definiscono sei curve di grado z p,C;;, nel primo fattore di P2x P2

Se X & generica le C;; saranno tali che
t,
Assumeremo X generica anche in questo senso. Si ha allora:

LEMMA 2. Se X ¢ genmerica la conica vy, per ogni T, non é mai
Spezzata in due rette coincidenti.

Indicheremo con A la curva, nel primo fattore di P2x P2, definita dal-
I'equazione:

(5) A (%o, 21, ) = det (a5 (%9, %y, %)) = O.

A ¢ una curva di grado 3 p.
Riassumendo quanto detto si ha:

Yp=Pr1 O X =0+ per ogni Te A con bl #L+#lyr.

Osserviamo adesso che la retta /v ¢ tangente a v, se e solo se T appar-
tiene alla curva C,,, definita dall’equazione:

Azz(xo y X1y Xy) = Qg (%0, 21 :xz) an (xo ) X1 5 Xg) _agl (29, 21, 5‘72) =0-

LEMMA 3. Se X ¢ generica allora X é non singolare se ¢ solo se A ¢ non
singolare.
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. . . . . 0 0 . .
Dimostrazione. Sia X non singolare e sia T = (x5, 11 ,xg)e A. Poicheé
ﬂ C,; = & esiste almeno un minore A; (%, , %; , %,) tale che Ay; (g, 43 , x3) % o,

senza perdere in generahta possiamo supporre che tale sia A00 Sia yp = Ir+ Iy
e sia P = ZT N ZT Poniamo P = (xo , ,x2 ,yo ,y1 ,yz) si ha allora:

©) (831152 = (oo (1) 1 A (T) 1 Aga(T)) = (Au (T) : Ay (T) : Ay (T)) =
= (Ape (T) 1 Ay (T) : Agp (T)).

. N . . o .
Poiché Ay (T 0 possiamo usare in Pt le coordinate non omogenee

00 gorgnaie non o g Vi Y2
(ponendo ¥, = 1), cosi P avrd coordinate (%o, #1,x2;%1,%s) in P2X A2 con:

o o (Aa(D  Ae(D\)_ (Au(D A _
) <”m—“MD’Mm%«%®”mﬂﬂ_

- (22w &6)

L’equazione di v in coordinate non omogenee sara allora
G (51,52 = Fp,z(xg XL, %231, M 1 ¥2) = ago (T) + 2 2 (T) 31 +
+ ay <T>J’i +2an(T)ys +2a:(T) 152 + G (T>J’§ = 0.

Ora, poiche P & punto doppio per vy -si ha:

G = 2 FM —(®=o
® >
3G , o o _ aF“ .
E(J’I’J@— s (P)=o.
D’altra parte
0,2
© | aaFyo (P =o.
Dalle (7) si ottiene:
2 - All 2 A 2 T
T ]
0 _ A01 (T) 0 Aoz <T>
AT B (M T A ()
Allora:
| Fp’ o1 Ay 11 Au (T
(10) LBy = ey 42 T mynll o Sy Gy
3“02 Ags (T> a‘112 Ayy (T)
T2 D R @ TP e DA
9422 Ay (T) I A

T D E ) = oy (D) om0
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Analogamente

) I 2A
—_— P _——————

(I I> axl' ( ) AOO (T) 8x1 <T>

aF?? I %A
—_— P == — .

(12> axz ( ) A.oo (T) 'c)x:, <T>

Poiché Pe X & non singolare dalle (8) e (9) segue che una tra le (10),

(11) e (12) e diversa da zero, e quindi T & non singolare per A.

Viceversa, supponiamo A non singolare ¢ sia P = (x5, 41 , 43 ; Y0 , 1 » ¥9)
un punto di X; sard Pey, per T = (a7, 21, x3).

Se P ¢ non singolare per y, si avra:

2
SFP . 9i§04ij (M yiy; G058 o
Dk W o
per qualche £ =0, 1,2 e quindi P ¢ non singolare per X.
Se P & singolare per y. dalla (10), (11) e (12) segue che aj;j P)s#£o0

per qualche 7= o0, 1,2, altrimenti T sarebbe singolare per A; dunque P ¢
non singolare per X.

OSSERVAZIONE 1. Se la curva A & mon singolare allora () Cy= .
%)
Infatti se Te ﬂ C;; e facile verificare che tutte le derivate di A (x,, %, %3)
1,

si annullano in T.

Dai risultati ottenuti si deduce la seguente:

|

PROPOSIZIONE 1. Sia X wuna ipersuperficie di bigrado (p,2) con p =2
in P2XP?, generica nel senso sopra specificato e liscia. Allova X ¢ un fibrato
in coniche ordinario con curva discriminante A di grado 3 p (= 6).

PROPOSIZIONE 2. Se X soddisfa le ipotesi della Proposizione 1 allora é
non razionale.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla Proposizione 1 e dal cri-
terio di Mumford di non razionalitd dei fibrati in coniche ordinari (cfr. {4]
o[2] 1.3.11).

4. Per ogni retta /, di equazione y, = ay, + &y, fissata nel secondo
fattore di P2xP?, corrisponde in ogni P una retta /r di equazione
Yo = ayo + by .
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La retta /r non appartiene a vy, se e solo se le curve I', IV e I' di
equazioni:

oo (Xo» %y, Xo) T 2 @ ag(xy, %1, %3) + azazz(xo,xl,xz) =0
ag (%o, %1, X2) + bags (20, %1, %) + aayy (xo y Xy, Xy) T+ @bags (g, Xy, %) =0
an (xo ) X1, %) 1 2 bay, (xo y X1y Xa) T 0% ayy (%0, 21, Xy) = O

sono tali che ' IV N TV = &.

Tale condizione & certamente verificata se X & generica e (a, ) varia in
un opportuno intorno U dell’origine in K2
Poniamo:

S@ap = {(T,R)| T nel primo fattore di P2xXP? e Re /r N v}

Si ha un morfismo 7 : S, — P? definito dalla proiezione di P2XP? sul
primo fattore, genericamente (2, 1).

S,p ¢ dunque un piano doppio per ogni (a2, &) di U, che & diramato lungo
la curva Vi3 = {TeP?|n1(P)={(T,R)},R=17[.0y.}.

L’equazione di V3 & dunque:
[@or (%o, %1, Xa) + bagy (%o , %1, %) + ate (g, %y, Hy) + @bagy (%o, 21, %5)]F —
— [@00 (%o, %1, %) + 2 @ty (%0, %y, X3) + &% a3 (%0, %1, X3)]
fan (2o, %1, %) + 2 bany (%o, X1, %y) + 6% @ap (g, %1, %)) = 0.

Se a=b=0 Vg =Cs.

Un modo per provare l'unirazionalitd di X & determinare, in virth del
criterio di unirazionalitd di Enriques (cfr. per esempio [2] 1.2.9), un Sg,p
razionale e per far questo ci si pud basare sul criterio di razionalita dei
piani doppi di Clebsch-Noether (cfr. per esempio [1]).

Se p = 2,54, ¢ sempre razionale, poich¢ V,; & una quartica, e cosi
I'ipersuperficie X di bigrado (2, 2) in P2XP? & sempre unirazionale.

Per p = 3, affinché S, sia razionale occorre che Vi, ; acquisti delle
singolaritd ben determinate e cid fa sorgere alcune difficolta.

Nel prossimo paragrafo diamo un esempio di ipersuperficie liscia di
bigrado (3, 2) di P?XP? unirazionale.

5. Sia K = C e sia X la ipersuperficie di P2xXP? di equazione:

F3’2(x0,x1,x2;y0,y1,y2) = z(xg——xi)yg -+ z(xg —{—xg)yoyl +
+ 20 VE b 2% Vo Ve — 12 25 yy vy — 12 %53 = o~

La curva A associata ha equazione:

9 9 9 6 3 6 3 6 3
Xo—36x1 — 122 + 12 %521 + 12 X xp + 72 X1 X3 = O.
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Si wverifica facilmente che A & non singolare e dunque in virth del-
I'Osservazione 1 ( )C;; = @. D’altra parte si verifica direttamente che

CNC' NC"=g. Dunque X & generica e cosi in virtl del Lemma 3 la X
¢ non singolare. Per la Proposizione 1 X & un fibrato in coniche ordinario.

La Syp, ¢ un p1ano doppio con curva di diramazione Vg ¢ = Cp di
equazione:

6 6 3 3
%+m+%%=

che, come ¢& facile vedere, ha nel punto (0, 1, 0) un punto triplo con un altro
punto triplo infinitamente vicino e nessun’altra singolaritd. S0 ¢ dunque
razionale e X unirazionale. _

Senza difficolta si puo costruire un fascio di ipersuperfici di bigrado (3, 2),
di cui la X precedente fa parte, il cui elemento generico & unirazionale.

6. Alcune osservazioni.

Stano (2,4, 2, 2, 23, 24) coordinate omogenee in P* e consideriamo I'ap-
plicazione birazionale ¢ : P2XP?—P* definita sull’ aperto P2 P2\ {x, y, = O}
mediante le equazioni:

[ 2= %,
25 =1
% = Yo

L Z3 =N

che definiscono un isomorfismo tra {x; 7= 0} X {y, 70} in P*xXP? e {2, £ 0}
in P4,

L’immagine dell'ipersuperficie (1") per la ¢ & allora I'ipersuperficie di
grado p + 2 di P* definita dall’equazione:

!
2
F* (20»31»32,33,30 = 400(20»31,2'022 2 a0 (20,2 ,25) 2283 +

+ 2 [302 (20 21 24) 24] 22 + @11 (20,21, 20) 25 +
» 2
+ 2 [@3 (20,21, %) 2] 23 + @22 (20, 51,20) 58 = 0.
Si vede subito che ¢ (F”*) ha una retta di molteplicith p, che & la retta

di equazioni 2z, =z = 2, = o. Ipersuperfici -di. questo tipo sono studiate

in [3] e [5].
L’ipersuperficie di bigrado (3,2) di cui al § precedente & trasformata
nell'ipersuperficie:

z(zi—zi)zg—}—z(zg —{—22)3233 + 544+ 2233432—— Izz§z4z3— 124 = o.

Tale ipersuperficie possiede la retta tripla 2z, = 2, = 2, = 0 che non ha punti
di singolaritd maggiore (ma possiede due punti umplanarl) la retta doppia
8y = 23 = z, = 0 € nessun’altra singolarita.
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