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Fisica matematica. — L a  duplicazione di frequenza nella radia­
zione laser. Nota <*) di P i e r o  B a s s a n i n i  e L a m b e r t o  C e s a r i ,  

presentata dal Socio D. G r a f f i .

SUMMARY. — A survey of topical results is presented concerning BVPs for quasilinear 
hyperbolic systems in bicharacteristic form arising from the phenomenon of the duplication 
of frequency of laser radiation through a nonlinear medium. Cesari’s existence proof is outlined 
together with ensuing iterative methods. Original numerical results for ruby red laser radia­
tion through a quartz crystal are also included.

I. I l  modello matematico. — Se un  raggio laser m onocrom atico a ttra ­
versa un  cristallo, la luce em ergente può m ostrare una seconda arm onica la 
cui intensità può essere m isurata. Questo fenomeno [9] fu scoperto nel 1961 
con un  raggio di luce laser rossa di lunghezza d ’onda 6940 Â  e con una lam ina 
di quarzo, dando luogo ad una componente di luce u ltravioletta di lunghezza 
d ’onda 3470 Â. F ranken  e W ard [io] nella loro m em oria del 1963, e Bloem- 
bergen [4] nel suo libro del 1977 discutono estensivam ente le basi sperim entali 
e teoretiche di questo fenomeno che è assai complesso. Il cristallo si com porta 
come un mezzo nonlineare nella trasm issione di un  raggio laser di forte in ten­
sità. Graffi [11 b\ nella sua m em oria del 1967 suggerì che lo studio di questo 
fenomeno sia connesso con una form a nonlineare delle equazioni di M axwell 
nella lam ina, é nella situazione più semplice, propose la form a (1) sotto indi­
cata per tali equazioni. P er queste equazioni Cesari, nel corso della sua cor­
rispondenza con Graffi, ebbe a proporre condizioni alla frontiera, e dunque 
sulle due superficie della lam ina di cristallo.

Nei term ini di u n ’onda p iana possiamo pensare che la radiazione proceda 
nella { direzione positiva dell’asse x, prim a nello spazio vuoto x  <  o, poi a t­
traverso  al cristallo o <  x  <  a, e poi di nuovo nello spazio vuoto ' x  >  a. Per 
;r <  o e per x  >  a la radiazione segue le equazioni di M axwell lineari

— dli/dx =  s0 3E l$t , --- 3E jdx =  [X0 3H fòt ,

ove Sq sono le solite perm issività nel vuoto. E ntro  la lam ina, Graffi propose, 
come modello iniziale, la seguente form a non lineare delle equazioni di M axwell

(1) — dH/dx =  e2.dE/dt +  t]E dE/dt . , — d-E/dx =  m / d t ,

o < x  <  a , — 00 <  /  < +  00 ,

dove s2 ) ^ =  -8 tu s0 I2 sono costanti fisiche del cristallo e k =  (e2lso)1/2 >  1 è 
l’indice di rifrazione del cristallo.

(*) Pervenuta all’Accademia il 31 ottobre 1980.
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Si assume che i campi elettrici e m agnetici E (x , t) , H (x , /) siano con­
tinui attraverso le superficie del cristallo x  =  o e x  =  a, si assume che l’onda 
progressiva per x  <  o sia conosciuta, una data  funzione ^ (t), l’onda in arrivo, 
e si assume altresì che per x  >  a l’onda regressiva sia zero. Il lettore troverà 
nella recentissim a esposizione del Graffi [u è ]  una approfondita discussione 
del problem a fisico, e dettagli circa la riduzione del problem a alla presente 
form a p iana e relative referenze. (Vedi anche n. 7 e lavori di Bassanini et al. 
ivi citati).

Il Cesari [5 d] fece vedere che il problem a si riduce ad un problem a nella 
sola striscia o < x  <  a> — 00 <  t < +  00, con le equazioni differenziali (1) 
nella striscia e condizioni alla frontiera per x  ^  o e per ^  =  a , precisam ente

0 ) Oo/tJ-o)1̂  E  (o , t) +  H (o , t) =  2 w (t) , (e0/i-lo)1/2 E  (a , t) —  H(a , t) =  o ,

— OO < t OO,

w ( t  —  xlc0) =  (s0/^o)1/2 — x lco)< Co =  (e0 tAo)~1/2- D unque (i), (2) è un
problem a iperbolico quasi lineare con dati alla frontiera, un  problem a essen­
zialm ente nuovo. (Si veda [5 c] per referenze).

2. Teoremi esistenziali. -  Con questo problem a come punto  di partenza 
Cesari [5 abcd\ ha preso in considerazione sistemi iperbolici quasi lineari in 
una delle due seguenti forme canoniche, la form a canonica « diagonale »

r
(3) d̂ ild x + '^ i i Pik(.X , y  ,z)'à z il'5y k = f i {x , y  ,z )  ,

z ( x i y )  =  (z1 , - - - , z m) ,  o < x < a ,  J =  O i , • • -, y r)e  Rr, 

oppure la  forina canonica « bicaratteristica »

Szjl dx +  ^  ?ik (x , y  , z) teil dyk J =  f i ( x , y , z ) ,

i =  i , • • •, ni .

In  ciascun caso, Cesari ha considerato condizioni « alla frontiera » della form a

m
(5) 2  h j { y )  0 » .y )  =  O ) , y e R '  . * =  i •j=l

In  altre parole, sono date m  com binazioni lineari delle funzioni incognite z { 
su m  iperpiani arb itra ri #  =  , 0 <  <2̂ <! a, distinti o no. D unque, per — 8^
e tu tti gli a% — o, allora il problem a « alla frontiera » (5) si riduce al problem a 
di C auchy (per x  =  o): Per la forma bicaratteristica (4) si riduce
alla form a diagonale (3).

(4)
m 1

2  L i  ( x , y , z) L
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Le condizioni assunte dal Cesari sulle funzioni A y  , , /* ,  b^ , t]̂  sono
state presentate in [$a] e non le ripetiam o qui. L a maggiore restrizione è che 
le m atrici [A#] , [b^] siano a diagonale principale dom inante come precisato 
in [5 abe']. Sotto tali condizioni Cesari ha dim ostrato che, per a >  o sufficien­
tem ente piccolo, esiste una ed una sola soluzione per il problem a (3 ,5) cosi 
come per il problem a (4 ,5), e che tale soluzione dipende in modo continuo 
dai dati.

Sistemi iperbolici quasi lineari con r  =  1 sem pre am m ettono una forma 
canonica (4) come è dim ostrato in [7]. L a form a canonica per il sistema (1), 
(2) è il seguente sistem a simmetrico (cfr. [$d])

(pzjàx +  Pi ^ i /3 j )  +  ß ([dz2jdx +  Pi Szjdy) =  O , 

ß (dzjdx  +  p2 dz1 /dÿ) -f  (dzjdx  +  P2 9̂ 2/9>) =  O ,
(6)

2-1 (h  +  I) ^  ( p , y )  +  2-1 {h —  i)  *2 ( p , y )  =  Y x ( y )  ,

2-1 (h  —  1) z1 (a , y )  +  2-1 (h +  i) z2 {a , y)  =  T 2 ( y )  ,

con  p! — —  p2 =  (1 +  2 0) 1/2, ß =  —  0-1 (pi —  I —  0) , 2 0 =  v)E ( x  , #)/ea 

'P i O ') =  w(kylc0)., W2 (y)  =  o , h =  k~x , o < h  <  i , y  =  c„tlk ,

3. La tecnica dimostrativa di Cesari. -  Le linee caratteristiche del si­
stem a (4) possono essere pensate come un  sistema di funzioni g  (E, ; x  ì y ) — 
— , k =  i , • • •, r  , i — i , • • • >m) =  g  [z]y dipendenti da una funzione
z (x , y )  — (^1, • . di una opportuna classe K, e soddisfacenti le equazioni
differenziali ordinarie e dati iniziali

dgik (Z,.;x , y)jdZ, =  P»* (Z,, g ì (Z, ; x , y )  , z ( Z ,  g ì (Z ,\x , y))) , 

o <  Z, <  a , g ik (x ; x  , y)  =  y k ,

ove S i  =  (gik > k =  i , • • •, r). Dunque, se prendiam o g ik (Z, ; x  , y ) =  y k +  
+  hikQi ) X  , y), allora le funzioni hi1c soddisfano le equazioni integrali

X

h ik (Z ; x  , y) =  —  j' pik (x , g ì (a ; x  , y) , z (01, g . (a ; x  , y))) da ,

ì

cioè, esse sono l’elemento unito della trasform azione T z : h ik -*  definita
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Consideriam o ora il problem a di Cauchy lineare

f i ( x , y , z ) ,

i  — i , • • - , m  ,

ove z è  K è un qualunque elemento della classe K, ove 9 (y)  =  (<pi, • • - , <pw) 
è un qualunque elemento di una d ata  classe di possibili valori iniziali. L a  
soluzione ^  =  u [z , 9] è il punto  unito di una trasform azione T zcp : u -*U ., 
per la cui ben nota definizione rim andiam o a [1 c] (form ula (2.48), p. 323, 
con g  =  g  [z]). A llora, la soluzione z (x , y)  =  (zt , • • •, zm), ossia z == z  [9], 
del problem a di C auchy quasi lineare per il sistema (4) con dati z { (o , y) — 
3=1 9 i (y)i è il punto unito della trasform azione del tipo di L eray-S chauder 
z —> u con u =  u[#, ( p] .

Finalm ente, la soluzione z ( x  , y )  del problem a ai limiti (4), (5) è o ttenuta 
determ inando i suoi dati iniziali 9 e questa 9 è il punto unito di una tra ­
sformazione 9 " > $  definita in [$c] (form ula (3.23), p. 347, ove g  — g  [z], 
z =  z [9]). Si dim ostra in [1 c] che sotto le ipotesi del teorem a di esistenza e 
per a > 0  sufficientemente piccola, tu tte  queste trasform azioni sono contra­
zioni nella topologia uniforme. Pertanto, esiste una soluzione z ( x , y)  del 
problem a ai limiti (4, 5) per a >  o sufficientemente piccola. Si dim ostra poi 
che tale soluzione è unica nella classe K. L a costante a , insieme alle altre 
costanti, deve solo soddisfare un sistem a di, disuguaglianze algebriche.

. . .  i
4. I l  metodo di successive approssimazioni di Bassanini. — A nzitutto  

Bassanini in [1 a\ ha considerato il caso numerico di u n ’onda laser di 6940 Â  
e cristallo di quarzo, e ha determ inato i valori num erici di a per cui vale il 
teorem a esistenziale. Questo ha richiesto l’analisi delle esplicite disuguaglianze 
algebriche m enzionate sopra, una operazione delicata in pra tica che è stata 
eseguita con l’aiuto del calcolatore IBM  1130 all’U niversità di Perugia. Egli 
ha stabilito che il teorem a esistenziale certam ente vale per spessori a della 
lam ina di quarzo per cui furono fatti esperimenti.

Il B assanini in [1 c] (vedi anche Cesari et al. in [6]) ha poi trovato modo di 
conglobare varie delle trasform azioni di cui al n. 3 in una sola trasform azione 
T* : (z , 9) —* (Z , <P) il cui punto unito è la soluzione z (x , y)  del problem a 
(4,5) e i suoi valori iniziali 9 (y) — z (o , y)\

(lì) ~~ i (j> i (P > ì yyS\y—gì ifli ;0,7)) > ■ "R. i =  I , • • •, m  ,
. m

Zi (x , y )  =  <1)̂  (gi (o ; X , y j)  +  (x , y ) , o < x < a ,  ye~R r ,

i — i

X  Ay (* > y . z) +  X  P*(* . y ,* )  duil 3y'kj=1 ^=1

i ( o>y)  =  9 i ( y )  , y e R '
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ove le % sono le funzioni definite in [5^] (form ula (3.20), p. 346). Il Bassa- 
nini in [ic] ha poi m ostrato che T* è una contrazione nella topologia uniforme, 
essenzialmente nelle stesse ipotesi del teorem a esistenziale, e pertanto il m e­
todo di approssim azioni successive (zn+1,9^+1) =  T* (zn , 9^) converge verso la 
soluzione del problem a (4,5).

Questo m etodo è stato applicato al problem a (1,2) (nella form a (6)) nello 
stesso caso num erico di cui sopra, dalla Filiaggi [8] all’U niversità di Perugia 
(IBM  370) e da H ou e T urner [6] alla U niversità del M ichigan (Andhal 
470/6). Il m etodo di successive approssimazioni è risultato di rapidissim a 
convergenza.

5. La prim a approssimazione. — Il metodo di perturbazione usato in 
fisica per il problem a (1,2), ove y) è infatti assai piccolo, può essere descritto 
considerando le serie formali

(7) ' E (x , t) =  E 0 (x ,t)  +  Ë (x- , t) H-----  ,

H (x , t) =  H 0 (x , t) +  H (x , t) +  • • •

ove E 0 , H 0 soddisfano il sistema linearizzato (cioè (1,2) con yj =  o), e É  , H 
soddisfano il sistem a lineare

■—  dH/9x =  e2 dJL/dt +  Y]E0 5>E0/dt , —  3 É / ^  =  [X0 d i i /d i ,

con le condizioni ai limiti omogenee corrispondenti alle (2). L a prim a appros­
simazione E 0 +  E , H 0 +  H è correntem ente usata in fisica ed è in  buon 
accordo coi risultati sperim entali. D ’altra parte, la convergenza delle serie 
(7) non è m ai stata  dim ostrata.

Espressioni per E 0 +  E , H 0 +  H sono state ottenute in [8] e [6], ed 
assumono form a particolarm ente semplice se lo spessore a b un  m ultiplo 
sém i-intero della lunghezza d ’onda nel cristallo: allora E  (a > t) e H ( a, t )  
risultano proporzionali a.d a. Per calcoli analoghi rim andiam o alla P e t­
tini [13] e a [2].

6. I  risultati numerici. -  Qui si danno esempi dei risultati num erici ot­
tenuti col metodo di approssim azioni successive del n. 4 dalla Filiaggi in
Perugia, e da H ou e T urner in A nn A rbor per il problem a (1,2). In  tu tti i casi 
l’onda in arrivo è una radiazione laser, io 6 7 volt/m eter, « ruby  red», 6940 Â 
nel vuoto. In  tu tti i casi diam o l’onda E 0 (t) all’uscita dal cristallo (x =  a) 
e la corrispondente onda E 0 (i) +  F (t) nella teoria non lineare, cosi che F (t) 
è la perturbazione dovuta alla non linearità.
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L a duplicazione di frequenza è evidente.

i . cristallo di un’onda a =  mm 0.0004506. 
Si sono adoperati lattici io X io, 20 X 20, 
50 X 50. In tutti i casi la stabilità 
alla io"4 è stata raggiunta alla quarta 
iterazione, con piena coincidenza con 
la prima approssimazione (n. 5).

t =  T x E0 (t) — io7 X F (t) =  io x

0.0  
0 . 1 
0.2  
O.3 
O.4 
CM 
0.6  
0.7  
0.8  
0.9  
i .0

1.0000 
0.8090 
0.3090

—0.3090 
—0.8090 
—1.0000 
—0.8090 
—0.3090 

0.3090 
0.8090
1.0000

0.0000
0.4556
0.2816 

—0.2816 
—0.4556 

0.0000
0.4556 
0.2816 

—0.2816 
—0-4556 

0.0000

t  =  T x E0 (t) =  io7 x T X

2. cristallo di io onde, a =  mm 0.004506. 0.0 i .0000 0.0000
Si sono adoperati lattici 100x10, 0 . 1 0.8090 0.4556
100x20. In tutti i casi la stabilità alla 0.2

O.3
0.3090 

—0.3090
0.2816 

—0.2816
io"4 è stata raggiunta alla quarta ite­ O.4 —0.8090 —0.4556
razione, con piena coincidenza con la O.5 —i .0000 0.0000
prima approssimazione (n. 5). 0 .6 —0.8090 0.4556

0.7 —0.3090 0.2816
0.8 0.3090 —0.2816
0.9 0.8090 —0.4556
i .0 I .0000 0.0000

t =  T X E0 (/) =  io7 x F (/) =  IO3 X

3. cristallo di 100 onde, a — mm 0.04506. 0.0 1.0000 0.0000
Si sono adoperati lattici ' 1000x10,. 0. i 0.8090 0.4556
1000 X 20. In tutti i casi la stabilità alla 0.2 0.3090 0.2816
io"4 è stata (raggiunta alla quarta ite­

0.3
0.4

—0.3090 
—0.8090

—0.2816 
—0.4556

razione con piena coincidenza con la 0.5 —1.0000 o.ooóo
prima approssimazione (n. 5). 0 .6 —0.8090 0.4556

0.7 —0.3090 0.2816
0.8 0.3090 —0.2816
0.9 0.8090 —0.4556
i .0 I .0000 0.0000

In  tu tti i calcoli le costanti fisiche sono state scelte come in Bassanini [ iæ],

c — co — 3' IC)8 , k =  1.54 (quarzo) , e0 =  8.854-IO“12 

Po =  12.566371- io “7 , s2 =  s0 k1 ----- 20.998146• io  12,

A 0 =  io 7 volt/m eter , A 0 =  3.3• io -8 non dimensionale,

X2 =  0.33 • io -14 , Y) =  0.73433279.io -24.
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Per spessori via via m aggiori di quelle considerati sopra può cadere in 
difetto il teorem a di esistenza (nn. 3, 4) e diviene sempre meno realistico tra ­
scurare la dispersione.

7. Ulteriori sviluppi. — Le equazioni (1,2)  come modello m atem atico del 
fenomeno sem brano rappresentare assai bene la realtà fisica in situazioni ove 
assorbim ento e dispersione possono essere trascurati \i abcd\. Per raggi laser 
attraverso  ad un  cristallo (di classe 32 D 3) Bassanini e Salvatori [2 aò] consi­
derarono un sistema iperbolico 4 X 2 quasi lineare per cui il teorem a esisten­
ziale di Cesari ancora si applica. Se il fenomeno di dispersione è preso in con­
siderazione allora gli stessi autori proposero un problem a ai limiti analogo 
per un  sistema quasi lineare di equazioni integro-differenziali per cui essi 
dim ostrarono un teorem a di esistenza del tipo di Cesari.

U n ’ulteriore estensione del problem a (4 ,5) fu preso in considerazione 
dalla Pucci [14] sostituendo alle condizioni (5) le seguenti

N m

(8) S S  bijk O ) z, 0*  . y) =  <h O ) . y  € Rr . « =  i , • • •, m  ,k=1 j=1

o v e è  un qualunque sistema di punti in [o , a], o <L-ak a , k  == 1 N, 
m  <; N, ove [< ^ ] è un qualunque sistema di coefficienti, e la condizione che 
la m atrice [ò^] sia a diagonale principale dom inante è sostituita dalla condi­
zione che il sistema [à^]  sia vicino al sistema 8^  8iJc. Di nuovo il teorem a di 
Cesari si estende a questa situazione [14].

Recentem ente, Bassanini ha studiato di nuovo il problem a ai limiti [4, 8] 
e m ediante ulteriori modificazioni e conglomerazioni delle trasform azioni 
funzionali del n. 3 ha preso in considerazione una unica trasform azione 
T** : (z , k) (Z , H ) il cui punto fisso è la soluzione z del problem a (4, 8) 
e le relative linee caratteristiche h. Bassanini ha m ostrato che tale trasform azione 
è una contrazione nella topologia uniforme in  condizioni leggermente più 
deboli di quelle del teorem a esistenziale del Cesari che pertanto risulta esteso 
corrispondentem ente. Di più il procedimento di approssim azioni successive 
C^n+iù *̂1+1) ^  T** (zn,, hpl) converge, sotto le stesse condizioni, verso la solu­
zione z del problem a (4,8) e relative linee caratteristiche. V ari param etri sono 
connessi con la definizione della trasform azione T**, e Bassanini ha m ostrato 
che tali param etri possono essere determ inati così da m inim izzare il tempo 
necessario per il calcolatore, o il numero di approssimazioni successive (*à

I corrispondenti processi sono modificazioni del metodo del n. 4 la cui 
convergenza è già soddisfacente come si è detto nei num eri [4] e [6]. Per 
condizioni ai limiti del tipo di Leontovich-Schelkunov in altri problemi di 
elettrom agnetism o si vedano i lavori di Schelkunov [16] e di Graffi (loc. cit). 
Per altri studi su equazioni di M axwell non lineari cfr. Rivlin e V enkata- 
ram an [15].

(*) Comunicazione alla « International Conference on Nonlinear Phenomena in Mathe­
matical Sciences », Arlington, Texas, 16-20 giugno 1980, sul « Problema di Graffi-Cesari ».
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