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Fisica matematica. — La duplicazione di frequenza nella radia-
zione laser. Nota © di Piero Bassanini € LamBeErTO CESARI,
presentata dal Socio D. GRrAFFI. ~

SUMMARY. — A survey of topical results is presented concerning BVPs for quasilinear
hyperbolic systems in bicharacteristic form arising from the phenomenon of the duplication
of frequency of laser radiation through a nonlinear medium. Cesari’s existence proof is outlined
together with ensuing iterative methods. Original numerical results for ruby red laser radia-
tion through a quartz crystal are also included.

_ 1. [l modello matematico. — Se un raggio laser mondcromatico attra-
versa un cristallo, la luce emergente pud mostrare una seconda armonica la
cui intensita puo essere misurata. Questo fenomeno [g] fu scoperto nel 1961
con un raggio di luce laser rossa di lunghezza d’onda 6940 A e con una lamina
di quarzo, dando luogo ad una componente di luce ultravioletta di lunghezza
d’onda 3470 A. Franken e Ward [10] nella loro memoria del 1963, e Bloem-
bergen [4] nel suo libro del 1977 discutono estensivamente le basi sperimentali
e teoretiche di questo fenomeno che ¢ assai complesso. Il cristallo si comporta
come un mezzo nonlineare nella trasmissione di un raggio laser di forte inten-
sith. Graffi [114] nella sua memoria del 1967 suggeri che lo studio di questo
fenomeno sia connesso con una forma nonlineare delle e‘quazibni di Maxwell
nella lamina, e nella situazione pitt semplice, propose la forma (1) sotto indi-
cata per tali equazioni. Per queste equazioni Cesari, nel corso- della sua cor-
rispondenza con Graffi, ebbe a proporre condizioni alla frontlera e dunque
sulle due superficie della lamina’ di cristallo.

Net termini di un’onda piana possiamo pensare che la radiazione proceda
nella, direzione positiva dell’asse #, prima nello spazio vuoto x < 0, poi at-
traverso al cristallo 0 < x < @, e poi di nuovo nello spazio vuoto x > a. Per
x < 0 e per x > a la radiazione segue le equazioni di Maxwell lineari

~—3H[ox = ¢, dE[¢ , — 3E[dx = p, oH/[%,

ove gg , (o Sono le solite permissivita nel vuoto. Entro la lamina, Graffi propose,
come modello iniziale, la seguente forma non lineare delle equazioni di Maxwell

(1) — O0H/[%%x = g, OE[o¢ + nE 9E[o¢ =, — 9E[ox = y, H/[%,
o<xr<<a , —oO<t<-4 0O,

\

dove e, , 7 = 8 ey Y, Sono costanti fisiche del cristallo e £ = (e,/e)* > 1 &
Iindice di rifrazione del cristallo.

(*) Pervenuta all’Accademia il 31 ottobre 1980.
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Si assume che i campi elettrici e magnetici E (x,¢), H (x, #) siano con-
tinui attraverso le superficie del cristallo + = 0 ¢ ¥ = q, si assume che I'onda
progressiva per ¥ < O sia conosciuta, una data funzione ¢ (#), I'onda in arrivo,
e si assume -altresi che per » > & l'onda regressiva sia zero. Il lettore trovera
nella recentissima esposizione del Graffi [11¢] una approfondita discussione
del problema fisico, e dettagli circa la riduzione del problema alla presente
forma piana e relative referenze. (Vedi anche n. 7 e lavori di Bassanini ef a/.
ivi citati). :

11 Cesari [5 d] fece vedere che il problema si riduce ad un problema nella
sola striscia 0 <x < @, — 00 <?¢ <+ 00, con le equazioni differenziali (1)
nella striscia e condizioni alla frontiera per x = 0 e per x = a, precisamente

@ (o) E(,8) +H, ) =2 () , (e E(e,)—H@,H=o,
— 00 < ¢t <+ 0o,
@ (¢ — xfeg) = (cofti) ¥ (t —#[ce), ¢o= (5q )% Dunque (1), (2) & un

problema iperbolico quasi lineare con dati alla frontiera, un problema essen-
zialmente nuovo. (5i veda [5 ¢] per referenze).

2. Teorvemi esistenziali. — Con questo problema come punto di partenza
Cesari [5 @bcd] ha preso in considerazione sistemi iperbolici quasi lineari in
una delle due seguenti forme canoniche, la forma canonica «diagonale»

r
(3) azi/gx’i‘;lmk(x,}’»z) %[y =fi(x,5,2), i=1,--,m,
z(x,y) = (31,"',.2’,,,,), o<y <a, Yy = (J’l ,"',j/,)e R,

oppure la forma canonica « bicaratteristica »

m I~ r
(4) zlAij(x’yrz) l-a'zjlax + ;%Pik(x,y,z) 3zj/ayk:| zfi(x’y:z>;

]= -

t=1,-",m.

In ciascun caso, Cesari ha considerato condizioni « alla frontiera » della forma
m
(5) : }Zlbij(ﬁzj(di,y):‘l’i(y)» yeR |, i=1,-m.

In altre parole, sono date m combinazioni lineari delle funzioni incognite z;
su » iperpiani arbitrari ¥ = @;, 0 < a; < q, distinti 0 no. Dunque, per 4;; = 3;;
e tutti gli @; = o, allora il problema « alla frontiera» (5) si riduce al problema
di Cauchy (per x = o). Per A;; = §;; la forma bicaratteristica (4) si riduce
alla forma diagonale (3).
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Le condizioni assunte dal Cesari sulle funzioni Ay, gy, /i, 645, ¥; sono
state presentate in [5a] e non le ripetiamo qui. La maggiore restrizione & che
le matrici [A;;], [6,;] siano a diagonale principale dominante come precisato
in [5 abc]. Sotto tali condizioni Cesari ha dimostrato che, per 2 > o sufficien-
temente piccolo, esiste una ed una sola soluzione per il problema (3,5) cosi
come per il problema (4,5), e che tale soluzione dipende in modo continuo
dai dati.

Sistemi iperbolici quasi lineari con » = 1 sempre ammettono una forma
canonica (4) come ¢ dimostrato in [7]. La forma canonica per il sistema (I)
(2) ¢ il seguente sistema simmetrico (cfr. [54])

(/2% + py 22,/3) -+ B (32a/3x + p,32,/3y) = 0,

B (30/2% + 0y 30/O) + (/% + o %/3) = 0,

(6)
27+ 1)z 0,9+ 2 (h—1)250,y) =Y(3),
27— ae,y) +27 h+ 1)@, y) =Y (),
con pl=—92=<1+26)1/2 B=—06"(py—1—0), 20=9E(x,?0)/e

Y, (») =@ (kyley), Yo(p)=0, h=Fk', o<h <1, y=cotlk.

3. La tecnica dimostrativa di Cesari. — Le linee caratteristiche del si-
stema (4) possono essere pensate come un sistema di funzioni g & ;x,y) =
=(gu,b=1,+,7,i=1,---,m)=g[z], dipendenti da una funzione
2(x,y)="{(s1, ", 2y, di una opportuna classe K, e soddisfacenti le equazioni
differenziali ordinarie e dati iniziali

J

dgu (85 %, 9)[dE = Pik(a»gi(aix,”»Z(i,g’i@?’f’y»)g ,

0§ <a, gik(x;xry>:yk’

ove g&; = (gug,k=1,--+-,7). Dunque, se prendiamo g;(&;x,¥) =1 +
+ 24 (& ;x,y), allora le funzioni %; soddisfano le equazioni integrali

b Gix,) = — [ ou(o Bulaiw,9) 5 (0, £, ) do,

cioe, esse sono I'elemento unito della trasformazione T,: /4y ——>~H,k definita

da Hy = —“f pax dot.
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Consideriamo ora il problema di Cauchy lineare
n r H
Z‘JIAI'J'(x!yrZ) auj/ax+k21 pik<x’ysz> auj/eyk :fi<x)yaz>y
Ci= ! = !
%i<0:y>=<?i(y) ’ J/GRT, i:Iy"':m)

ove z€ K & un qualunque elemento della classe K, ove ¢ (¥) = (@1, *, @)
¢ un qualunque elemento di una data classe £ di possibili valori iniziali. La.
soluzione # = u [z, ¢] € il punto unito di una trasformazione T,;: 2 — U,
per la cui ben nota definizione rimandiamo a [1 ¢] (formula (2.48), p. 323,
con g = g [z]). Allora, la soluzione z(x,y) = (2, -, 32,), ossia z =z [¢],
del problema di Cauchy quasi lineare per il sistema (4) con dati z;(0,y) =
= ¢; (¥), ¢ il punto unito della trasformazione del tipo di Leray—Schauder
73— con u=ulz,9].

Finalmente, la soluzione 2z (x, ¥) del problema ai limiti (4), (5) & ottenuta
determinando i suoi dati iniziali ¢ e questa ¢ ¢ il punto unito di una tra-
sformazione ¢ — ® definita in [5¢] (formula (3.23), p. 347, ove g =g [2],
2z = z [@]). Si dimostra in [1¢] che sotto le ipotesi del teorema di esistenza e
per a > o sufficientemente piccola, tutte queste trasformazioni sono contra-
zioni nella topologia uniforme. Pertanto, esiste una soluzione z(x,y) del
problema ai limiti (4, 5) per @ > o sufficientemente piccola. Si dimostra poi
che tale soluzione & unica nella classe K. La costante @, insieme alle altre
costanti, deve solo soddisfare un sistema di disuguaglianze algebriche.

4. Il metodo di successive approssimazioni di Bassanini. — Anzitutto
Bassanini in [12] ha considerato il caso numerico di un’onda laser di 6940 A
e cristallo di quarzo, e ha determinato i valori numerici di @ per cui vale il
teorema esistenziale. Questo ha richiesto I’analisi delle esplicite disuguaglianze
algebriche menzionate sopra, una operazione delicata in pratica che ¢ stata
eseguita con Paiuto del calcolatore IBM 1130 all'Universitd di Perugia. Egli
ha stabilito che il teorema esistenziale certamente vale per spessorl a della
lamina di quarzo per cui furono fatti esperimenti.

I1 Bassanini in [1¢] (vedi anche Cesari e @/. in [6]) ha poi trovato modo di
conglobare varie delle trasformazioni di cui al n. 3 in una sola trasformazione
T*:(2,¢) > (Z, ®) il cui punto unito & la soluzione z(x,y) del problema
(4,5) e 1 suoi valori iniziali ¢ (y) =z (0, y):

q)i(yﬁz [q)i<gi(o;ai:y))]y=§,'(ai;0,'n); 'fleRr, i=1 Yty M,
m

Q;(g:i(0;ai,y) =Y (y)— _Zléz'j@)zj(“i ) —mi(ai, ),
J=

Zi<x’y>:®i<éi<o;x:y>>+ni<x’y)) O§x§a> yERT’
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ove le x; sono le funzioni definite in [5¢] (formula (3.20), p. 346). Il Bassa-
nini in [1¢] ha poi mostrato che T* & una contrazione nella topologia uniforme,
essenzialmente nelle stesse ipotesi del teorema esistenziale, e pertanto il me-
todo di approssimazioni successive (8,11, Ppn) = 1% (2, , pn) converge verso la
soluzione del problema (4,5).

Questo metodo & stato applicato al problema (1,2) (nella forma (6)) nello
stesso caso numerico di cui sopra, dalla Filiaggi [8] all'Universitd di Perugia
(IBM 370) e da Hou e Turner [6] alla Universitdh del Michigan (Andhal

470[6). 11 metodo di successive approssimazioni ¢ risultato di rapidissima
convergenza. k

5. La prima approssimazione. — Il metodo di perturbazione usato in
fisica per il problema (1,2), ove % & infatti assai piccolo, pud essere descritto
considerando le serie formali

) B, H =B, ) +E @t

H(x,f)=Ho(x,5) + H(x,0) +---

ove E,, H, soddisfano il sistema linearizzato (cio¢ (1,2) con n =0), e E, H
soddisfano il sistema lineare

{

- aﬁ/ax =& 9]?,/9;‘ + nEg 9Ey[3 |, — aﬁ/ax = to QI:I/al‘ )

con le condizioni ai limiti omogenee corrispondenti alle (2). La prima appros-
simazione E, -+ E, H, + H & correntemente usata in fisica ed & in buon
accordo coi risultati sperimentali. D’altra parte, la convergenza delle serie
(7) non & mai stata dimostrata.

Espressioni per E, + E, Hy + H sono state ‘ottenute in [8] ¢ [6], ed
assumono forma particolarmente semplice se lo spessore 2 & un multiplo
semi-intero della lunghezza d’onda nel cristallo: allora E@,?) ¢ H(a,?d
risultano proporzionali ad a. Per calcoli analoghi rimandiamo alla Pet-

tini. [13] e a [2].

6. I risultati numerici. ~ Qui si danno esempi dei risultati numerici ot-
tenuti col metodo di approssimazioni successive del n. 4 dalla Filiaggi in
Perugia, e da Hou e Turner in Ann-Arbor per il problema (1,2). In tutti i casi
I'onda in arrivo & una radiazione laser, 107 volt/meter, « ruby red», 6940 A
nel vuoto. In tutti i casi.diamo l'onda E,(#) all'uscita. dal cristallo (¥ = &)
e la corrispondente onda E, (#) + F (¢) nella teoria non lineare, cosi che F (¥)
¢ la perturbazione dovuta alla non linearita.
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La duplicazione. di frequenza & evidente.

t=Tx E,(5) = 107 % F()=10X%

cristallo di un’onda @ = mm 0.0004506. 0.0 1.0000 0.0000
Si sono adoperati lattici 10 X 10, 20 X 20, 0.1 0.8090 0'4352
.. . 0.2 0.3090 0.281

50X 50_.4 {n tufctl 1 casi la stabilitd 0.3 —0.3000 —0.2816
alla 107% & stata raggiunta alla quarta 0.4 —o0.8090 —0.4556
iterazione, con piena coincidenza con 0.5 -—1.0000 0.0000
la prima rossimazione (n. 5). 0.6 —o0.8090 0.4556
a pi app (. 5) 0.7 -—0.3090 0.2816

0.8 0.3090 —0.2816

0.9 0.8090 —0.4556

1.0 1.0000 0.0000

=T x E,($)=10" X | F(¢) = 10% X

cristallo di 10 onde, 2 = mm 0.004506. 0.0 1.0000 0.0000
Si sono adoperati lattici 100X 10, 0.1 0.8090 0-4352
100 X 20. In tutti.i casi la stabilita z}lla g:; __gg%g ——8:28;6
1074 & stata raggiunta alla quarta ite- 0.4 —o.8090 —0.4556
razione, con piena coincidenza con la 0.5 —1I1.0000 0.0000
prima approssimazione (n. §). g:‘; :&gggg ggg?g )
0.8 0.3090 —o0.2816

0.9 0.8090 —0.4556

1.0 1.0000 0.0000

t=T X E,(#) =107 x | F () = 10® X

cristallo di 100 onde, @ == mm 0.04506. 0.0 1.0000 0.0000
Si sono adoperati lattici 1000X 10, 0.1 0.8090 0.4556
1000 X 20. In tutti i casi la stabilitd alla 0.2 0.3090 0.2816
1o~ & stata . iunta all ta it 0.3 —0.3090 —o0.2816
* & stata raggiunta alla quarta ite- 0.4 —0.8090 —0.4556
razione con piena coincidenza con la 0.5 —1.0000 0.0000
prima approssimazione (n. §). 0.6 —o0.8090 0.4556
: 0.7 —0.3090 0.2816

0.8 0. 3090 —0.2816

0.9 0.8090 —0.4556

1.0 1.0000 0.0000

In tutti i calcoli le costanti fisiche sono state scelte come in Bassanini [14],
c=c¢y=3-10° , k=1.54 (quarzo) , e, = 8.854 101
o = 12.866371-1077 | ep= gq A% = 20.098146- 10712
A, =10" volt/meter , A,y = 3.3-10-% non dimensionale,

% =033-10 1 =0.73433270 10
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Per spessori via via maggiori di quelle considerati sopra puo cadere in
difetto il teorema di esistenza (nn. 3, 4) e diviene sempre meno realistico tra-
scurare la dispersione.

7. Ulteriort sviluppi. — Le equazioni (1, 2) come modello matematico del
fenomeno sembrano rappresentare assal bene la realta fisica in situazioni ove
assorbimento e dispersione possono essere trascurati [1abcd]. Per raggi laser
attraverso ad un cristallo (di classe 32 D) Bassanini e Salvatori [2 4] consi-
derarono un sistema iperbolico 4 X 2 quasi lineare per cui il teorema esisten-
ziale di Cesari ancora si applica. Se il fenomeno di dispersione & preso in con-
siderazione allora gli stessi autori proposero un problema ai limiti analogo
per un sistema quasi lineare di equazioni integro—differenziali per cui essi
dimostrarono un teorema di esistenza del tipo di Cesari.

Un'ulteriore estensione del problema (4,5) fu preso in considerazione
dalla Pucci [14] sostituendo alle condizioni (35) le seguenti

N m

® S bun@ ) =h, yeR, =1,
= ]=

ove [#;] € un qualunque sistema di puntiin [0, 2], 0 < g, _<_-a,b k=1,---,N,

m <N, ove [4;;] & un qualunque sistema di coefficienti, e la condizione che
la matrice [4;;] sia a diagonale principale dominante ¢ sostituita dalla condi-
zione che il sistema [5;;] sia vicino al sistema 8;; 8;;. Di nuovo il teorema di
Cesari si estende a questa situazione [14].

Recentemente, Bassanini ha studiato di nuovo il problema ai limiti [4, 8]
e mediante ulteriori modificazioni e conglomerazioni delle trasformazioni
funzionali del n. 3 ha preso in considerazione una unica trasformazione
T**:(2,%) —(Z,H) il cul punto fisso & la soluzione z del problema (4, 8)
e le relative linee caratteristiche 4. Bassanini ha mostrato che tale trasformazione
¢ una contrazione nella topologia uniforme in condizioni leggermente piu
deboli di quelle del teorema esistenziale del Cesari che pertanto risulta esteso
corrispondentemente. Di piu il procedimento di approssimazioni successive
(Zp11 s Pgaa) = T** (2, , /,) converge, sotto le stesse condizioni, verso la ‘solu-
zione # del problema (4,8) e relative linee caratteristiche. Vari parametri sono
connessi con la definizione della trasformazione T#**, e Bassanini ha mostrato
che tali parametri possono essere determinati cosl da minimizzare il tempo
necessario per il calcolatore, o il numero di approssimazioni successive .

I corrispondenti processi sono modificazioni del metodo del n. 4 la cui
convergenza & gia soddisfacente come si & detto nei numeri [4] e [6]. Per
condizioni ai limiti del tipo di Leontovich—-Schelkunov in altri problemi di
elettromagnetismo si vedano i lavori di Schelkunov [16] e di Graffi (Joc. cit).
Per altri studi su equazioni di Maxwell non lineari cfr. Rivlin e Venkata-
raman [15].

(*) Comunicazione alla « International Conference on Nonlinear Phenomena in Mathe-
matical Sciences», Arlington, Texas, 16-20 giugno 1980, sul « Problema di Graffi-Cesari».
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