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Fisica matematica. —  Sulla velocità di propagazione i  onde 
di discontinuità in termoelasticità finita  Nota <(*) **) di Mariano 
T orrisi (***>, presentata dal Socio G. Grioli.

Summary. — After writing in lagrangian form the equations that characterize the 
thermomechanics of hyperelastic continua with finite deformations according to a recent 
hypothesis on the heat flux vector, we explore the possibility of wave propagation under 
conditions of complete interaction between thermal and mechanical phenomena.

I. In t r o d u z io n e

Recentemente è stata proposta una modifica della classica legge di 
Fourier sul legame tra  flusso di calore e temperatura, con lo scopo di 
eliminare il paradosso della velocità infinita di propagazione del calore e di 
stabilire inoltre un cèrto tipo di interazione fra i fenomeni termici ed i 
fenomeni meccanici [1 ].

Le teoria che ne deriva è stata applicata al caso dei fluidi non viscosi ed 
ai corpi elastici poco deformabili [2].

Lo scopo di questa Nota è quello di indagare, sulla base della nuova 
legge costitutiva, sulle possibili velocità di propagazione di onde termomec­
caniche nel caso di corpi iperelastici con deformazioni finite, differenti da 
quelle, ben note, delle onde acustiche isoterme od adiabatiche.

Si trova che le velocità di propagazione (non nulle) soddisfano un’equa­
zione di ottavo grado che si scinde in un’equazione di quarto grado e in due 
identiche di secondo grado. Quest’ultime danno luogo ad una propagazione 
effettiva solo se lo stato imperturbato non è esente da stress e questo ha carat­
tere di trazione.

Lo studio dell’equazione irriducibile di quarto grado porta, in generale, 
alla determinazione di altre possibili velocità di propagazione.

Lo studio è stato portato avanti nel caso in cui lo stato imperturbato sia 
uno stato naturale di equilibrio termico, in corrispondenza al quale, in gene­
rale, sono possibili due distinte velocità di propagazione.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M.
(**) Pervenuta all’Accademia 1’8 settembre 1980.

(***) Istituto di Meccanica Razionale e Matern, appi, all’Ingegneria, via Del Rotolo, 46, 
Catania.
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2. S u l l e ,  e q u a z io n i  d e l l a  t e r m o e l a s t i c i t à  (

Si consideri un continuo omogeneo con deformazioni finite e si denoti 
con C' la configurazione attuale e con C la configurazione di riferimento. Fis­
sato un riferimento cartesiano trirettangolo indico con x r le coordinate del 
generico elemento P ' di C' e con y ì le coordinate del corrispondente P di C.

■ Sia

( 0  x r =  x r (y r ,t )

la rappresentazione della trasformazione fra C e C' continua, invertibile e 
dotata delle ben note proprietà di regolarità e plausibilità fisica.

Detto u lo spostamento PP ', si ponga, come è usuale,

(2) ur =  x r — y r , x r>s =  — : — 8rs -H ur,s , D — det II :rr.,j! >  o

e si denoti con a l’operatore matriciale di componenti ars — x r,s .
Dette ers le caratteristiche di deformazione, per il seguito converrà con­

siderare anche, l’operatore

(3) b == a a =  1 +  2 e ,

essendo e l’operatore che caratterizza la deformazione del continuo.
Supposto che il continuo sia iperelastico, l’energia libera ^ dipenderà 

dalle caratteristiche di deformazione zrs e dalle, temperature assolute T(0) 
e T di C e C \ ?

Detto Y rs lo stress simmetrico di Piola-Kirchoff si ha, com’è ben noto,

(4)
dj>

Tenuto conto di (4) le equazioni indefinite in forma lagrangiana, con 
chiaro significato dei simboli, in base alle ben note espressióni delle zrs, si 
scrivono(1) t

(5) 9 %r,i %pths %p,l
92 <f/-

+  T, s xr .■ 92 41 
9T dtis =  .?(ür Fr) .

Denotando con q il vettore che caratterizza il flusso di calore all’istante 
t  e non trascurando l’interazione fra fenomeni termici e fenomeni meccanici, 
l’equazione del calore, desunta dalla relazione di Clausius-Duhem, nell’ulte-

(1) Se la temperatura, T<°>, dello stato di riferimento non è uniforme nella (5) va ag­
giunto un termine dipendente da Tuttavia, esso non ha influenza alcuna sugli sviluppi
che seguiranno.



riore ipotesi che il continuo sia a trasformazioni reversibili, assume l’aspetto: 

/*\ " + Vp a2 + ■ . . - A*,m
(®) ^  0g. ,jq 0

ove A im è il complemento algebrico di aim nella matrice a e c è il calore 
specifico sotto configurazione costante.

Anziché l’abituale lègge di Fourier che collega il vettore q al gradiente 
di temperatura, per i motivi accennati nell’introduzione, si assumerà quale 
legge costitutiva quella espressa dalla relazione [3], [4], [1]:

00

(7) q — — h L  j  e~hs g  {t —  s) ds

dove h è una costante di rilassamento positiva ed L, come proposto in [1], 
un operatore matriciale funzione della tem peratura e, tenuto conto del prin­
cipio di indifferenza materiale, delle xr;§ . -

Come è stato osservato in [1], da (7), posto z — 1/h, segue:

(8) zqr +  qr - z  [ ^ -  ±v,t_ +  t ]  (L~ % q t +  Lri ^  o '

che assieme alle (5) e alla (6) costituisce il sistema differenziale che carat­
terizza il comportamento termomeccanico del continuo.
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3. E q u a z io n i p e r  l e  d is c o n t in u it à

In relazione al sistema delle (5), (6), (8), si studierà la propagazione di 
discontinuità caratterizzata dalle seguenti condizioni: attraverso il fronte d ’onda 
risultano continui oltre alle forze di massa, T , q , u e le derivate prime di u; 
possono avere invece delle discontinuità di prima specie le derivate prime di
T e q e le seconde di u. ..

Indicato con n il versore della normale al fronte d ’onda, orientata nel 
verso di avanzamento, nella configurazione C, con V la velocità di propaga­
zione (assunta positiva) e denotati con oc , r , A, lo scalare ed i vettori che ri­
spettivamente caratterizzano le discontinuità delle derivate prime di T e q 
e delle seconde di m, l’applicazione delle note formule di Hugoniot-Hadamarci 
alle equazioni (5), (6), (8) dà luogo al seguente sistema di equazioni per le 
discontinuità :

tm.Xr
aT aett “fi Àp W’s %p,l

(9) { —  iV T f +  p L m  -  1 aL™
p,s

n s “ T

92.4. _

dShl^is 

*] (L_1'

A _ pV>) = 0 ,

)mt qt “1“ ^i) D

-  ctcV - ! T 3*4/
aT Ssi8 'Kp-ni'Vxp,i +  r • («-1)T « =  o .

=  o
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Si osservi che l’ipotesi z =  oc =  o, r  =  0 riduce il sistema (9) alle bea 
note equazioni che caratterizzano le onde acustiche isoterme. Non si consi­
dererà questo caso già ampiamente studiato.

Da (9.n )  moltiplicando per (A^/D) ni e sommando rispetto ad r  si ha:

( io )  a  —  L 1 q +  L (a y J  • (a X)T n +  \  Vz ns ^  L 1 • .

• (cT 1')t n — zV r  • (a_1)T n =  o 

che combinata con la (9.I li) , moltiplicata per W  (supposta V 7^0), dà:

(IO a I ^ 7' ^  T —1 ~ rzcV2 +  zV  L 1 q - (a A)A n +  Lw • b 1 w j +

+  'V  [», v  ^  T -  ». ( ~  L -1 , )  . ( . - Y  «} =  o ■

Posto

(12) £  =  — zcV2 +  zV  ~ ~  L 1 q • (a X)T n +  Ln ■ b 1 n , 
31

e supposto (2) S o, da ( n )  segue:

cu-) « = -  \  [» . x  T  -  ». (-—  L-* «) ■ ( « - y  »] •

Sostituendo in (9.1) si ottiene

, - ,  W  { „  32 <J> ' /  3L t _! V . - i , t  ! 32 +
(>3) L  _*)•(«  ) »J +

Xp 72̂
3^

=  v ( nh nk
a<{>

tehk
pva

)■

Se si pone 

( x4)
_  zV  T 3a <\> 

'q m ~  S [ aT 3sAz TV*,
_ 3L
dX.

L T -1 r —l\T I— L q ( a  ) n
p,A J

32 <j, 
3T 3e,

4“
s2 ';

3£A! °sqìc

(IS) A =  ^  nk
3t{r 

Ssaa :
pV2

(2) Per brevità non si approfondirà il caso E =  o il quale in generale porta a a =  o, 
k  =.• ö , t  =  o ç non dà luogo a propagazione.
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le (13) assumono l’aspetto:

(ib) Xp \flfr 7lk Xr>q BqphJc r̂p .Ä] “  ^ *

La determinazione delle possibili velocità di propagazione porta pertanto 
alla ricerca delle radici dell’equazione :

(17) ' - A 3 +  Ji A2 — J a A +  J 8 =  o ,

ove con J i , J2 > J3 si sono indicati i tre invarianti principali della matrice: 

( ì8 )  M-rp ==: nk %r,q ®qphk •

Con qualche sviluppo si riconosce che risulta:

O9) J2; == J3 =  ^ e Jl “  x r,q ^k

per cui la (17) si scinde nelle equazioni

(20) A2 =  0 , A %r,q Bqrhk ^h ^k =  O •

( 2 1 )

4. Sulle possibili velocità d i propagazione 

Dalla (20.1), in base a (15), si ha

..... - ̂  x r 2  ■ ' I " '  ^  "
Y  = ~ nh nk ^ —

P dZhk

che, tenuto conto di (4), può scriversi

i(22) V2 =  — — y aa Uh nk =  — — Y n  n 
P ?

La (22) è accettabile solo se è Yn • n <. o .
H significato di tale limitazione risulta chiaro non appena si osserva che 

detto X lo stress di Cauchy, da' e da gli elementi superficiali corrispondenti 
al fronte d ’onda ed alla sua immagine nello stato di riferimento ed ri il versore 
della normale a da' risulta, com’è ben noto,

.Y =  P o r1X («T)” 1 > w

per cui la (22) diviene

' '  r i J f ) ’

da'  T , a n
Dda

X ri • ;

Si riconosce così che la (22) dà luogo ad una soluzione accettabile allora 
e solo allora che lo stress in P ' non abbia carattere di pressione (X ri • ri <  o).
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Supposto (vedi nota (2)), sarà considerato il caso in cui il mezzo
imperturbato sia in uno stato di equilibrio naturale a temperatura uniforme 
(T — T (0) — costr, ^ =  0).

Si deve osservare che in tale ipotesi, tenuto conto della continuità di q, 
T e delle x TìS attraverso il fronte d ’onda, risulta

q =  0 , T =  T (0) =  cost , x r,s =  Srs , =  o
3s,s

anche su di esso.
In base a (15), si riconosce che la (20.1) dà V =  o. Esclusa tale soluzione, 

l’equazione risolvente è la (20.11) che per le (12), (15), supposto V o, e posto

32 d» d2 iL ■ _
(24) ß =  — ^— KhKjc > Yg =  n ~  > m  =  L n - n y

diviene

(25) p^V 4 — V2 [pw +  5 (c$ +  T (0) y2)] +  firn — o

il cui discriminante è

(26) A (z) =  z2 (c$ +  T(0) y2)2 -f 2 pmz (T(0) y2 — ß^) +  p2 m2 .

Si riconosce che l’equazione in z  , A (z) — o, non ha zeri reali. Infatti, 
oltre ad essere A (o) >  o, con semplici calcoli si constata che il suo discrimi­
nante è espresso da

(27) A* =  — 4 p2 ß  ̂T (0) y2 .
j -  : - :

Basta allora riferirsi per ogni punto ad una terna unita di e e denotare 
con Ei i coefficienti principali di e per constatare che è (3)

(28) ß =  - L j-  >  o .

Ne segue A* <  o e, pertanto, A (z) >  o per ogni z .
Vale la pena osservare, inoltre, che il coefficiente di V2 nella (25) è cer­

tamente positivo se si continua ad ammettere, come nella teoria tradizionale, 
la condizione Ln • n >  o in tal caso le due radici in V2 della (25) oltre ad es­
sere reali sono anche positive e si hanno due possibili velocità di propagazione.

(3) L’ipotesi di iperelasticità presuppone che lo stato di equilibrio naturale sia stabile. 
Ciò implica [5], [6]: 32 ^/9E? >  o.
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Se, invece, Lw • n <  o (il che non può escludersi a priori, dato che la 
classica legge di Fourier è sostituita dalla (7)) una sola delle due radici in V2 
della (25) sarebbe positiva e ciò corrisponderebbe ad una sola possibile 
velocità di propagazione.

Si può osservare che si giunge ancora ad una biquadratica, anche se la 
propagazione avviene in un mezzo che non si trova in uno stato di equilibrio, 
limitatamente però alla ricerca di onde la cui giacitura contiene il vettore

3L
aT IT1 Q

Per brevità si rinuncia a svolgere un’analoga discussione che porta alla 
esistenza di radici reali positive in V2.

Mi e gradito rivolgere un sentito ringraziamento al prof. G. Grioli per le 
preziose osservazioni e i consigli ricevuti nell’elaborazione della presente 
Nota.
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