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G eom etria. —■ Insiemi di derivazione e sottopiani di Baer in un 
piano di traslazione c*). Nota<**> di M a u r o  B i l i o t t i , e G u g l ie l m o  

L u n a r d o n , presentata dal Socio G. Z a p p a .

Summary. — We give a classification of the derivation sets of translation planes.

È ben noto che ogni piano affine A  di traslazione di nucleo N può essere 
rappresentato, secondo André [2], mediante una congruenza F  di sottospazi 
di un opportuno spazio vettoriale V sul corpo N (o, equivalentemente, secondo 
Bruck e Bose [4], mediante una fìbrazione di sottospazi dello spazio proiet­
tivo subordinato a V). È altresì noto che ad ogni insieme di derivazione sulla 
retta all’infinito di A  corrisponde una congruenza parziale D  a  F  di V ed 
un insieme D' di sottogruppi di V (+ ) , ciascuno rappresentante un sottopiano 
di Baer di A, in modo tale che F' =  (F  — D ) U D* sia ancora una congruenza 
di sottogruppi di V (+ ) . In vari piani di traslazione noti gli elementi di D f 
risultano sottospazi di V. Ciò non è però vero in generale, come mostrato da 
A. Bruen in [6]. La presente nota è dedicata allo studio della struttura « vet­
toriale » degli elementi di D ' . Tale studio permette di ottenere una classifica­
zione degli insiemi di derivazione per una vasta classe di piani di traslazione 
comprendente tutti i piani di traslazione finiti. In particolare, per questi ultimi* 
si mostra che esistono tre tipi di insiemi di derivazione, per ciascuno dei quali 
si forniscono esempi. I risultati di questa nota rettificano alcuni risultati di [14].

i . Ogni piano affine di traslazione A  può essere rappresentato mediante 
un gruppo (abeliano) T ed una partizione di congruenza F  di T [2]. Scrive­
remo A  =  (T , F). Gli endomorfismi di T che mutano in sé ogni componente 
di F  costituiscono un corpo N (F), detto nucleo di F, isomorfo al corpo delle 
dilatazioni di A  che fissano un medesimo punto. Se F è un sottocorpo di N (F), 
T può essere riguardato come spazio vettoriale sinistro V (F) su F e gli ele­
menti di F  risultano sottospazi di V (F). Scriveremo, in tal caso, A — (V (F) , F). 
Sia A un insieme di derivazione per A  =  (T , F) sulla retta all’infinito [11] 
e D ' =  D r (A) Finsieme dei sottopiani di Baer associati a A e passanti per O 
(O elemento neutro di T). Ogni sottopiano 2 e D' risulta, come insieme di 
punti, un sottogruppo di T [11]. Continueremo ad indicare con 2 il sottogruppo 
e con D' Finsieme dei sottogruppi. Se D  denota Finsieme delle componenti di 
F  rappresentanti le rette di A  con il punto all’infinito in A, F* =  (F  — D) U D ' 
risulta ancora una congruenza di T e (T , F') è il piano affine (di trasla-

(*) Lavoro svolto nell’ambito delle attività del G.N.S.A.G.A del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il i° ottobre 1980.
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zione) derivato di A mediante A. Sia E e D'; gli elementi di N (F) che mutano 
in sé E costituiscono un sottocorpo N (2) di N (F). Esso è il massimo sotto­
corpo di N (F) su cui E risulta uno spazio vettoriale (sinistro).

Sia A =  (T , F ) un piano affine di traslazione e A un insieme di deriva­
zione per A; sia S e i ) '  (A) e Q il quasicorpo destro (1) che coordinatizza A 
rispetto al riferimento (O , E , , Voo) con 0 = 0 , 6 A ed E e 2.
Com’è noto [7], [14], [9] il sottoanello ternario di Q che coordinatizza E risulta 
ün corpo K e Q uno spazio vettoriale destro di dimensione 2 su K. Diremo, 
in tal caso, che (Q , K) E-coordinatizza A. I sottopiani di Baer di D ' , tutti 
fra loro isomorfi, sono rappresentati da tutti e soli gli insiemi di punti del 
tipo {(aa , aß)/a , ß e K} con a e Q , a f i  o.

Denotiamo con N (Q) il nucleo di Q e sia Z (Q) =  {a e Q \ ab =  ba , 
V£eQ}. La corrispondenza fra N (Q) ed N (F) che ad ^  e N (Q) associa 
l’applicazione an : (a , b) -> (na , nò) è un isomorfismo. Nel seguito, quando 
diremo che due sottocorpi, l’uno di N (Q), l’altro di N (F), sono fra loro 
isomorfi, intenderemo sempre che sono isomorfi nell’isomorfismo sopra citato. 
Per ogni a e Q poniamo :

Na =  {n  e N (Q)/na =  an con h e K} ,

Ka =  {a€ K/aa =  dia con oc e N (Q)} .

Vale il seguente 

Lem m a i .

(i) Se S € D', S — {(aa , aß)}, risulta Na ~  N (E) ;

(zi) Ka è un corpo e Vapplicazione (pa : Na -> Ka definita da n —> fi 
è un isomorfismo fra  Na e Ka ;

(Hi) siano a , b e Q — K e b =  aa +  ß con a , ß 6 K e ß 7^ o , se 
y e  N an  N&O K risulta f i alcc =  =  y^, ove ia ed i§ sono gli

! automorfismi interni di K indotti da a e da ß.

Dimostrazione, (i) Sia ane N (E). Deve risultare (na , na) e E, ossia 
(na y na) =  (an , an) con h e  K. Pertanto n e  Na . Viceversa sia n e  N a . Poi­
ché N (Q) è il nucleo di Q e Q è uno spazio vettoriale destro su K risulta

(n (aa) , n (aß)) =  (fina) a , (na) ß) =  ((an) a , (an) ß =  (a (no) , a (wß)) ,

ossia E°n =  E e quindi ane N (S). (ii) l’applicazione cpa è iniettiva; inoltre 
siano n , m 6 Na . E

(n f i  m) a — na f i  ma =  an +  affi =  a (h f i  fh) .

Ne segue n f i  m =  h f i  m. E anche

(nm) a — n (ma) =  n (affi) — (na) fh =  (ah) fh =  a (hin) ,

(1) Vale (a +  b) c — ac -j~ bc per ogni a , b , c e Q.
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e quindi nm  =  nm. Ciò prova l’asserto, (iti) Sia y G N a f ì N &n  K, risulta 

Y b =  y (au. +  ß) =  Y (aoL) +  Yß =  (ya ) a +  Yß =

=  (<rfa) a +  Yß =  « (ycp“ a) +  yß .

D ’altra parte è anche

Yb = ^y 0̂ = (#a + ß) Y^ = a (aŶ 6) +  ßŶ 0 •
Ne discende y^  a e Yß — ßy95) da cui l’asserto.

Notiamo che, per (i), se b =  a<x, e quindi {(̂ oc , ^ß)} =  {(<5oc , b$)}, è
Na - N 6.

Sia N (Fr) il nucleo della congruenza F '. Vale il seguente

Teorema i. È  Q  Na =  N (Q )n  K O Z ( Q )  (8>. Il sottocorpo d i N (F)
aeQ*

isomorfo a N (Q)D K O  Z (Q) è il massimo sottocorpo di N (F ) sul quale ogni 
sottoplano di Baer di D' risulta uno spazio vettoriale (sinistro) e coincide per­
tanto con N (F ) O N (i7').

Dimostrazione. Poiché chiaramente Ni =  N (Q)*D K (i unità di Q) è
0  Na <= K. Sia y g 0  Na . Ponendo in (Hi) oc =  ß =  i segue y*a — Y Per

aeQ* aeQ*

ogni a G Q — K. Tenuto conto di ciò, per ß =  i, da (in) segue y a =  T Per 
ogni oc e K*. Se ne conclude y e Z  (Q). Pertanto f ) N a ç N  (Q) h  K D Z (Q).

aeQ*

Valendo ovviamente l’altra inclusione la prima parte del teorema è provata. 
Il sottocorpo di N (F) isomorfo a N (Q )n  K D Z  (Q) coincide (Lemma i, (0) 
con O  N (2) ed è pertanto costituito da tutti e soli gli elementi di N (F) che

2eZ>'

mutano in sé ogni sottopiano di D'. Da ciò segue l’asserto.

Supporrepio nel seguito che N (Q) e K siano campi.

Lemma 2. Se a , Bg Q —-K ed {(act. , afi)} e {(ògl , $ß)} rappresentano 
sotto piani d i Baer d i D f distinti, allora risulta

Nan  Nôn K  =  N ( Q ) n  K n z ( Q ) .

Dimostrazione. Sia y e O N& D K. Poiché per l’ipotesi posta, è
b =  aS +  &' con S' 7^ o (8 , 8' e K), dal Lemma 1, (Hi) discende y9a — 
=  y9& =  Y- Allora, se c e Q , c =  arj +  v (?) , v e K), risulta

r c =  y (anq +  v) =  y (ari) +  Yv =  (ra) *1 +  Yv =  (^y) rj +  yv =

=  a (ri y) +  VY =  +  v) y =  cy .

ossia y e Z  (Q). È pertanto Na O Nô fi K ç  N (Q) O K O Z (Q). Valendo 
banalmente l’inclusione inversa l’asserto è provato.

(2) Q* =  Q * {o}-
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Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 2. Sta A =  (T , F) un piano affine di traslazione e A un insieme 
di derivazione per A. Supponiamo inoltre che N (F) sia un campo e che i sot­
topiani d i Baer associati a A siano piani di Pappo. S i verifica necessariamente 
uno dei seguenti casi :

I) N (F) c  N (F ') e sono soddisfi atte le condizioni :

I . a) N (2) =  N (F) per ogni sotto piano di Baer 2 di D' (A) ,

I . b) se (Q , K) lù—coordinatizza A con 2 e D ’ (A) risulta

N(Q)c= K O Z (Q ) ;

II) N (F) ^  N (F') e sono soddisfatte le condizioni'.

I l-a )  Vinsieme S — f ô f i  € 1} dei sottopiani di Baer di D' (A) tali che N (2$) — 
— N (F') ha cardinahtà non superiore a due\ per ogni sottopiano di Baer 
di D' (A) non in S risulta N (2) =  N (F) O N (F') ,

I I .  b) se (Q , K) 2ç-coordinatizza A (fi e I) risulta'.

O N (Q) £  K , .

2) N ( f ) n N ( P ) . N ( Q ) n Z ( Q ) ,

f i )  se \ S \ =  2 e =  {(aoe , aß)} (y f i  i) esiste un monomorfismo non 
identico g  : N (Q) -> K tale che na =  an per ogni n e N (Q) ;

I I .  c) se (Q , K) Yi-coordinatìzza A con 2 6 D' (A) —  A risulta 

0 N (Q)fVK £  Z (Q) ,

2) N (F) n  N (F') ~ N (Q) n  K ,

3) se =  {(ai a ! ß)} (i e I) esiste un monomorfismo : N (Q) —*■ K
tale che na* =  ai n % per ogni n 6 N (Q) .

Dimostrazione. Sia N ( f ) £ N ( f ) .  Poiché (Teorema i) N ( i ^ ) 2 N ( S ) 2  
2  N (F) O N (F'), risulta N (2) =  N.(F) per ogni 2 e D' =  D' (A). Sia 2 e D' 
e supponiamo che (Q , K) 2-coordinatizzi A.  È Ni ~  N (2) =  N (F) ~  N (Q) 
ed Ni £  K, ossia N (Q) 2  K. D ’altra parte è (Teorema i) N (Q) =  P) Na =

asQ *
=  N (Q) O K f i Z  (Q) =  N (Q) n  Z (Q) e quindi N (Q) £  Z (Q). Sussiste per­
tanto I . b. Sia N (F~) N (F 1'). Ksistano 2j , 2 a , 23 € D ', 2t fi'E i.^ fi 23 f i  2t , 
tali che N (2X) -- N (2a) =  N (2S) =  N (F). Supponiamo che (Q , K) 21-coor- 
dinatizzi A e sia 2a =  {(«oc , aß)} e 23 =  {(ba., bfij]. Risulta K 2  N : =  N (Q) 
ed Na =  N6 =  N (Q). Per il Lemma 2 è allora N (Q) n  K O Z (Q) =  N (Q) 
e quindi, per il Teorema i , N (F) D N (F') ~  N (Q) D K D Z (Q) =  N (Q) ~  
— N (F") da cui segue N (F) £  N (F')t contrariamente a quanto supposto. 
Sia 2 e  D ’ — 5 e (Q , K) 2-coordinatizzi A . È N (Q) $  K. Sia n e N (Q) — K. 
Poiché N (Q) è un campo risulta Nn =  N (Q) f l K .  Se y 6 N M è yn =  ny. Pro­
cedendo come nella dimostrazione del Lemma 2 si prova allora che yc — cy
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per ogni c e Q, ossia Z (Q) 2  N ft =  N (Q) fl K.- Per il Teorema 1 è allora 
N ( F ) O N ( F ' )  ~ N ( Q ) f ì k n Z ( Q )  =  N ( Q ) n K .  . Essendo N (2) -  Ni =  
=  N (Q) D K, restano provati I l . a ,  I I . c . i e I I . c . 2 ;  II .  c . 3 segue dal Lemma 1 
(it). Se (Q , K) 2^-coordinatizza A ( i e I ), allora N (Q) Ç K e per il Teorema 1 
risulta N ( ^ ) n N ( T )  -  N (Q) O Z (Q). Ciò prova I l . b . i  e I I . b . 2; I I . b . 3 
segue dal Lemma 1 (ti).

Gli insiemi di derivazione verificanti il caso I del Teorema 2 saranno 
detti di tipo I, quelli verificanti il caso II saranno detti di tipo II .o,  I I .  1 o 
I I . 2 secondoché | 5 | =  o , 1 o 2.

T eorem a 3. Sia A =  (T , F) un piano affine di traslazione finito e A un 
insieme di derivazione per A . S i verifica necessariamente uno dei seguenti casi :

1) A è di tipo I ;

2) A è di tipo I I .o,  A ha dimensione dispari sul nucleo(3) ed 
[ N ( ^ ) : N ( ^ ) n N ( T ) ]  =  2 (4);

3) A è di tipo II . 2 ed A ha dime?isione pari sul nucleo (5).

Dimostrazione. Supponiamo che A non sia di tipo I. Sia p^k (p numero 
primo) l’ordine di A e quindi \D ' \ =  p h +  1, sia inoltre | N (F) O N (Fr) | =  p h. 
Per il Teorema 2, I I . c . 2, è h \ k .  Sia infine | N (F)  | =  ps. Si ha s \ 2 &, 
h I s , h <  s. N (.F 'f — N (F ) — {0} opera come gruppo di permutazioni su 
D'. Se 2 e Z P ~  S, per il Teorema 2, II lo stabilizzatore di 2 in N (F)* 
ha ordine p h — 1. 2 appartiene pertanto ad un’orbita di N (F)* su D ' di 
lunghezza (ps — f l ( p h — 1). Posto \ S  \ =  m, ed indicato con n il numero 
delle orbite di N (F 'f di lunghezza maggiore di uno, deve sussistere quindi 
la relazione

(1) p h +  i =  m +  n (ps — i)l(ph — 1) .

È subito visto che la (1) non sussiste per m =  1. Per m =  2 deve aversi 
I k poiché, se (Q , K) 2^-coordinatizza A (i e I), è N (Q) <= E . A deve avere 

pertanto dimensione pari sul nucleo e la (1) sussiste con n =  (pk — i)(ph ~~ l )l 
l(ps —- 1). Per m =  o la (1) sussiste se e solo se /§, e quindi A ha dimensione 
dispari sul nucleo, ed inoltre s =  2 h, ossia [N (Q) : N (Q) H K] =  [N (F) : 
: N (F) O N (i^)] =  2* Infatti, se m =  o, posto p h =  q , t =  k\h , r  =  s\h, la (1) 
diviene

(1') +  i =  n(qT — i ) / 0 — 1) .

(3) Per dimensione di A  sul nucleo si intende la dimensione sul nucleo di un qualsiasi 
quasicorpo che coordinatizza A.

(4) [N (F) :N (F) n N (i7')! denota la dimensione di N (F ) riguardato come spazio 
vettoriale su N (F) n N (F)r).

(5) Il presente teorema rettifica il Teorema 4 di [14]. Per un caso particolare si 
veda [12].
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Se s \k,  ossia r  11, allora qr — 1 | ql — 1 e quindi (q( +  1, (qr — 1 — 1)) =  1
o 2 e la (V) non sussiste; pertanto s { k .  Se n soddisfa (1') si può porre 
n =  — q ~ r -p nXì con nx intero positivo, e sussiste la relazione

^~r +  i =  nx (gr — I )l(ff —  1) .

Iterando il procedimento, se Ir <  t <  /  (r +  1) (/ intero positivo), sussiste la 
relazione

lr +  I =  n i  (qr — I)l(q —  i )

con ni intero positivo. Deve allora essere t — Ir =  r — 1 , r  =  2 ed nl =  1. 
Pertanto s — 2/1 e la (V) sussiste con n — (q* +  1 )/(q +  1).

Esistono insiemi di derivazione di tutti i tipi ammessi dal Teorema 3. I piani di André 
di dimensione 2 sul nucleo posseggono insiemi di derivazione di tipo I. I piani sopra i « twisted 
fields» generalizzati di A. A. Albert [1] di dimensione 2 sul nucleo destro e di dimensione 
dispari sul nucleo sinistro posseggono insiemi di derivazione di tipo II.o. Infine i piani sopra 
i semicorpi di D. E. Knuth di tipo III e IV [13] posseggono insiemi di derivazione di tipo I I .2. 
In [io] A. Herzer e G. Lunardon hanno dato un esempio di piano di traslazione finito che 
possiede insiemi di derivazione sia di tipo I che di tipo I I .2.

Concludiamo con alcune osservazioni.

O sservazione i. Le condizioni I .a  ed I.b  del Teorema 2 sono diretta conseguenza 
della condizione N (F) Ç N {F') e sussistono senza alcuna restrizione su N (Q) e D ’ (A).

O sservazione 2. Se A è un piano affine desarguesiano e A un insieme di derivazione 
per A, allora è ovviamente N (E) 7= N (F) per ogni S e i ) '  (A). Se (A) e (Q , K)
E-coordinatizza A, risulta, per il Teorema 1, N (F ) n N (F ') ï  K n Z  (Q). In [3] è stato 
provato che addirittura risulta N (F ') ~  K n Z (Q). Se poi A è un piano di Pappo, allora 
risulta N (F') =  N (E) ~  K per ogni E e i ) '  (A).

O sservazione 3. Se V è uno spazio vettoriale sul corpo F, sia P (V/F) lo spazio proiet­
tivo costituito dai sottospazi di V. Dato il piano affine di traslazione A — (V (F) , F) con 
F Ç N ÇF), l’insieme F  costituisce, com’è ben noto, una fibrazione di P (V/F) (V =  V (F)). 
Sia A im insieme di derivazione per A. Se E g £>' (A) , S risulta un sottospazio di P (V/F) 
se e solo se F c N  (S). Se F C N  (F ) n N {F'), allora tutti i sottopiani di Baer di D'  (A) risul­
tano sottospazi di P (V/F) e D  (A) , D f (A) costituiscono, nella terminologia di [5], una 
« regular pair » di « switching sets » di P (V/F). D  (A) , D'  (A) costituiscono una « regular pair » 
di « switching sets» di P (V/N(A)) se e solo se A è di tipo I. Se A è di tipo I I .2 non esiste 
alcuna limitazione per [N (F ) : N (S)] (pei piani sopra i semicorpi di Knuth di tipo III e IV, 
[N (F) :N (E)] può risultare un intero positivo qualsiasi). Se [N (F) : N ( F ) n N (F')] — 2 e 
E7 denota l’insieme dei sottospazi unodimensionali di V (N(F)) aventi intersezione non nulla 
con E , E' risulta una sottogeometria di P(V/N(.F)) della stessa dimensione di P (V/N(F)) 
o un sottospazio di P (V/N(A)). Poiché, come facilmente si verifica, se Ej , E2 g D ' (A) risulta 
E[ =  E£ o EJ n EJ =  0, tenuto conto dei risultati del Teorema 2, resta determinata una
partizione di D  (A)' =  E7 in un certo numero di sottogeometrie di P(V/N(F)) delle

XzD'iA)
quali al più due risultano sottospazi. Ad uno studio della situazione geometrica ora descritta, 
limitatamente al caso di piani di traslazione di dimensione 2 sul nucleo finiti, è dedicato [8].

Osservazione 4. Sia A  un piano di traslazione finito di dimensione 2 sul nucleo e 
siano A e A due insiemi di derivazione per A.  Se A e A non sono entrambi di tipo II. 2 è pos­
sibile provare che | A n A | <  2. Infatti sia | A n A | >  2 e supponiamo A di tipo I I .2 e
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A di tipo I. Sia X e D' (A) con N (X) =  N (F) e (Q , K) X-coordinatizzi A  in modo tale che 
Uoo , Voo ed il punto alFinfinito della retta OE appartengano a A n A, allora (Q , K) X-coor- 
dinatizza A  per un certo sottopiano X e D '  (A). Per il Teorema 3 risulta K =  N (Q) =  K e 
quindi A =  A. Analogo è il ragionamento se A e A sono entrambi di tipo I. Se A e A sono 
sono entrambi di tipo I I .2, il risultato sopra citato non sussiste. Esistono infatti [12] semi­
corpi di Knuth di ordine f i  tali che i nuclei destro, sinistro e mediano hanno ciascuno ordine 
q2 e si intersecano a due a due in un sottocampo di ordine q.
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