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Fisica matematica. — Sw//’andamento dell’energia libera canonica
in un processo termoelastico ™. Nota @ di G1ovaANNT MATARAZZO ¢,
presentata dal Socio D. GRAFFL

SUMMARY. — We determine the energy behavior for an elastic body immersed in an
environment, that is thermally and mechanically passive at constant temperature, in a process
starting from the rest at constant temperature.

I. INTRODUZIONE

In un articolo apparso nel 1973 [1] M. E. Gurtin stabilisce un criterio
di minimo dell’energia potenziale per un corpo elastico soggetto a forze
conservative e posto in un ambiente a temperatura costante e termicamente
passivo; egli dimostra che I'energia potenziale del corpo risulta sempre
minore o uguale ‘del suo valore iniziale anche in presenza di effetti termo-
dinamici.

In questo lavoro é mia intenzione pervenire ad una pill particolare
caratterizzazione del risultato di M. E. Gurtin [1], [3].

Infatti ¢ possibile sulla base dei lavori [2], [4], [5] stabilire per I'energia
libera canonica, relativa ad una sfera che si contrae, un andamento mono-
tono non crescente in ogni processo termoelastico che inizia da uno stato
a temperatura costante uguale a quella dell’ambiente.

Tale legge di comportamento pud contenere o meno un termine di flusso
a secondo delle caratteristiche del processo termoelastico e pud essere utiliz-
zatd nello studio di problemi di unicitdy, di dipendenza continua dai dati
e di stabilitdh con le particolari condizioni al contorno della definizione di
ambiente meccanicamente e termicamente passivo.

2. Sia B un corpo continuo, che identifichiamo con la regione B, dello
spazio euclideo R3 occupata in una fissata configurazione di riferimento.

Pertanto i punti di B sono rappresentati dalla posizione X € R? che il
generico punto assume nella configurazione di riferimento. Il moto di B &
descritto mediante I'applicazione: x: BoX (0, T) — R3, che alla coppia (X, )
associa la posizione di X all’istante 2

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attivita del G.N.F.M. del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 28 agosto 1980.
(**#%) Istituto di Meccanica Razionale della Facoltd di Ingegneria dell’Universita di
Napoli. '
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Definiamo ora le seguenti grandezze misurate nella configurazione di
riferimento e supposte sufficientemente regolari nell'insieme Q = ByX (o, T):
p(X) >0 rappresenta la densitd di massa, S(X,#) il primo tensore di
Piola—Kirchhoff, F = Vx x (X, #) il gradiente di deformazione, (X ,# la
densitd di energia interna, b (X ,#) le forze di massa, (X ,#) la densita
di entropia, 0 (X , #) > o la temperatura assoluta, mentre g (X ,¢) = Vx 0 (X, ¢)
é il gradiente di temperatura, $ (X, =e(X,#) —0(X,#)n (X, %) la den-
sita di energia libera di Helmholtz, ¢ (X, #) il vettore flusso di calore.

Questi campi devono verificare le leggi di bilancio della quantitd di
moto e dell’energia nonché la diseguaglianza di Clausius-Duhem.

(z.1) . pXx=V-8S 4 b
(2:2) e [é + (—x;—)] = pb-x + V- (8-x—gq)
(2:3) o Z—V-(-‘;->.

Come é noto si dice processo termoelastico la sestupla ordinata di funzioni
regolari e limitate p(x,0,¢,8,7,q) compatibili con le equazioni (2.1),
(2.2), (2.3) e con le equazioni costitutive:

V=¢(F,0 , S=S8(F,0) , n=#(F,0 , a=a(F,0,8);

che supporremo, nel dominio di definizione, continue assieme alle derivate
prime. Da considerazioni termodinamiche abbiamo [3], [4]:

Noa 9 .3

@B S=peg » AI=—=

.. *9{

(ii) €0 62 <o

2 7

quindi il fattore (calore specifico) ¢(F, 0) = — % aa()'i} risulta non negativo;
inoltre supponiamo: _

$(F,00>0 ; {(F,0)=0<F=0 ; §(,0)=o0

dove 0, é la temperatura dell’ambiente esterno del corpo.
Consideriamo il corpo B immerso in un ambiente a temperatura costante

e localmente termicamente passivo, cioé supponiamo che sulla frontiera di B
risulti: -

(23" OX,H—0pgX,Hn(X)=0 , (X,H€B,X(,T),

dove n rappresenta il versore della normale esterna alla frontiera 3B,, quindi
se un punto di 3B, ha temperatura maggiore di 0,, il calore non pud fluire
verso l'interno di B in quel punto e viceversa.
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L’ambiente € localmente meccanicamente passivo [5] se esiste una
funzione V (x) a valori in R*, chiamata densitd di energia potenziale di
tutte le forze esterne applicate a B, tale che:

(2.4) ’ ab -x dm —{—focs n-kde < ~f<xV (x) dm

By 9By

Vo >o0,aeC(R3X(0,T)), se vale l'eguaglianza 'ambiente é detto con-
servativo.

7

Ad esempio la (2.4) é soddisfatta considerando le forze esterne derivanti

dal potenziale V (x), cioé b= —V,V(x) e imponendo le seguenti condi-
zioni al contorno:
(2.5) Sn=—4%x,2>0 , (X,H€3,Byx(0,T)

dove 3, B, € 9B, mentre nella parte 9, B, = B, —3; B,
(2.5") . x(X,H=a(X) , (X,H€3,B,X(0,T);

Se in particolare le forze esterne agenti su B derivano dal potenziale V (x)
ed é imposta la condizione al contorno:

(2.5 *(X,ty=a(X) , (X,#)eByx(,T)

la (2.4) ¢ identicamente soddisfatta col segno di eguaglianza, risultando in
tal caso 'ambiente meccanicamente conservativo.

3. La disuguaglianza sulla energia che stabiliremo in questo numero
si avvale della limitatezza del rapporto:

S(F,0) %
O(F,0) +34 +c(8—0)2+V

su ogni processo termoelastico. Tale limitatezza, per la regolaritd delle equa-

7

zioni costitutive, é conseguenza dell’ipotesi che ogni processo p é composto
di campi limitati e il limite per F—o0,% —o0,0 — 0, esiste finito anche

2
quando V =0, se supponiamo %;I;—(o , 8p) 7 o. Infatti utilizzando prima

la formula di Taylor per S (F, 0) in un intorno Ig, di 6, abbiamo:

] |S(F, 0)-%| _ |S(F, 6) 4
G(F,0)+522+c(0—02+V ~— G(F,0)+324+c(0—062
|S(F, 00) %] + (0 — 0) M(E) % |
¢ (F, 90) + 124 (60— 62
dove M(F) é il massimo di [aS/ael su Ig,. Quindi ricordando che 8 = ead/oF

e utilizzando ancora la formula di Taylor per §, ¢ in un intorno di F=o
si ha che il nostro rapporto é limitato perché maggiorato da una funzione
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del tipo:

o F-2{+B[(0—6)x|
aF* + 32+ 6(0 — 6,7

con o, B, a,b costanti positive.

TEOREMA 1. L’energia di un corpo in ogni processo termoelastico p com-
patibile con I'ambiente meccanicamente e termicamente passivo, che inizia da
uno stato a temperatura costante verifica la diseguaglianza:

1
J[@(F(t),eo)+%xﬂ(;)+V(x><¢)] dm -+ /f_e_—e-eo_ g-ndedr <

5;(Xo) ; 0 35 (Xp)
< |HEF©,0)+12@+VEE)Idn  we@©,D
So(Xo)
dove
S (Xo) ={XeBy: | X —X,| <r+N(T—5}, r>o,
e |
N — Max 8 (F,6) %]

2 G(F, 0) + 142+ (0 — 02 +V (x)

Dimostrazione. Consideriamo un processo p ammissibile che verifica
le condizioni di locale passivita (2.3") e (2.4); su tale processo definiamo:

(3.1 CP@=Jm(€—9o?),+%f’+v(x))dm

By

dove ¢ — 0y % + 442 + V (x) é chiamata densitad di energia libera canonica
relativa ad un ambiente a temperatura costante 0, e « é un’arbitraria fun-
zione non negativa di C5° (Rx(0,T)); derivando (3.1) rispetto a 7 e tenendo
conto di (2.2), (2.3) si ha:

ep(z)gf&(g—em +gx2+v‘)dm+fa (b-x+%v-(§-a&) +\'f) dm +

0
q .
+fa(eov-(e) —V-q) dB,
Bo
poiché vale (2.3, (2.4) ed é 7
o )] om0 ).

aV(§:%) =V.-(a§ %) — V- (§-%),
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risulta:
(3.2) ¢(t)Sfa(€—609,+%yz?+v>dm_
Bg

——fVoc-(ﬁw&) dBo+fva-a 6—660 dB,
By

ora per la formula di Taylor [1]:

I

) *
BOF, 69 =0 (F,6)+ 2L (F, 6) (0 — 0) + - 2 (B, 09 (0, — oy
dove 6* ¢ un opportuno valore di 6 compreso tra 8, e 8; pertanto per la (ii):

§(F, 06) + ¢ (F, 69 (0 — 0% = § (F, 6) -+ =2 (F, 0) (9, — )

— & (F, 6)— 03 (F, 6) — 6,7 (F, 0) +
+ 04 (F, 6) =
—&(F,0) — 0,4 (F,0);

di conseguenza, integrando in (0, T) e ricordando che inizialmente 6 = §,,
mentre ¢ (0 — 0,2 = o, possiamo scrivere la (3.2) nel modo seguente:

(3:3) e @@, 9,00+ 30 +V @) dn +

et

0 By

dB dr <foc(o) [ (F(X,0),0,) + 3 £(0) +V (x(0)] dme+

+f (X, +N|Va ) [D(F, 8) + L 42+ c(0—0% 4+ V (%)] d d=,
0 By

con §(X,0) =9, e N il massimo del rapporto

|S(F,0)-%|
U(F, 00 F 12 Fc(0—0pf +V

sul processo p.

Su ogni processo p conviene ora considerare opportune funzioni 2,
% > o0, cosi definite [2]:

7\h=JSh(c)dc,Sh(G)GCw(—oo,oo),JSh(c)dcr: 1,

8(6) >0,8,(c) < C°St

3 () =0 per |of=k;
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si definisce quindi per ogni X,€ B, ed % > o
G X, D=1 =M X=X |—NT—8)—r+4).r>0;

riesce allora:

, X —X
Vet =—(| X —Xo| —N(T —¢)—7r + %) _Xm—XZ]
)'(;,—I-NIVXX;,] = —N3, + N3, =o,

X (I X =X =N(T—#) —7» +74) <o;

se si pone nella (3.3) %, (X ,?) al posto di « (X ,#) e si passa al limite per
/% ->o0, si ottiene la disuguaglianza del Teorema 1. |

Limitiamoci infine a considerare un processo P per cui sia limitato il
rapporto: '

a . 0—6, .|

[S(F’e*"'v*\T‘)q

§(F, 00) + 342+ (60— 02+ V (x(2)

(3-4)

se indichiamo con M il massimo di (3.4) su p la diseguaglianza (3.3) pﬁ(‘)
essere scritta:

Je B ®®,00+320+VEoNdns

Sy

<[ ) [b F o), 00 + 3 220) +V(x(opT am +
So

[ [ @MV G, 00 + 32+ o0 — 098 1+ V ()
0 Sy

pertanto con scelta analoga a quella fatta nel Teorema 1 per o (X, #) si ha:

TEOREMA 2. Su ogni processe termoelastico p compatibile con un am-
biente termicamente ¢ meccanicamente passivo secondo le definizioni (2.3') e
(2.4), che parte da uno stato a temperatura costante, si ha.

J@®©.09 +120 +V @) an <

$:(Xo)

<[ GE©, 80 +1#@ +V =) dn

So(Xo)

nell’ipotesi che M sia il massimo del rvapporto (3.4) su p.
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