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Geometria algebrica. — Un’ osservazione su un criterio di 
fa ttoria lità (,). Nota di Em anuela U ghi, presentata (**> dal Socio 
E. M a r t in e ll i .

S u m m a r y . — A factoriality condition for the homogeneous coordinate ring of a projec
tive variety is examined under general assumptions for X.

Sia X una varietà algebrica affine di dimensione n >  2, definita su 
un qualunque campo algebricamente chiuso K ed immersa in uno spazio 
affine Ak- Dette u0 ,%,*•*, ur (r +  1) indeterminate algebricamente libere 
su K, e p l’ideale primo di X in K [Xx, • • •, Xr], è ben noto (A. Seiden
berg [12]) che l’elemento u0 Jr u1x1 Jr - — \-u rxr genera un ideale primo 
nell’anello

~K («) [*!, • • -, xr] =  K («) [X, , • • - , Xr]/p K (u) [Xj, • • •, Xr]

(avendo indicato con u il complesso delle u0 , ux , • • •, ur e con xx , • • •, xr i 
residui delle variabili Xj_ ,•••,-X„). Da qui si trae che per una specializza
zione « generica » e K il corrispondente elemento aQ a-xX-x +  • • • +
+  arxr genera un ideale primo nell’anello K [xx, • • - , xr] =  K [Xx, • • •, X j/p, 
l’anello delle coordinate di X.

Quando si passa al caso di una qualsiasi varietà proiettiva, ferma 
restando l’ipotesi n >  2, della quale p0 designi l’ideale primo omogeneo in 
K [X0 , Xj , • • - , Xr], la forma lineare uQ x0 +  ux xx +  • • • +  urxr genera in 
K (u) [x0 , Xx, • • •, xr] un ideale che, se non è primo, coincide con l’inter
sezione di un ideale primo con un ideale irrilevante (vale a dire, un ideale 
primario omogeneo appartenente all’ideale massimale (x0 , xx, • • -, xr)). Nei 
due casi, di conseguenza, la forma lineare aQx0 +  axxx +••■•+ arxr per una 
specializzazione « generica » Ui genera o un ideale primo o un
ideale che è intersezione di un ideale primo con un ideale irrilevante 
(cfr. [13], p. 613).

Diremo soddisfacenti alla condizione (*) le varietà X per le quali si 
verifichi, nella fissata immersione X c-> Pk, la prima delle circostanze appena 
eveniate. Detta condizione non esprime altro che la possibilità di enunciare 
il secondo teorema di Bertini relativo al sistema lineare delle sezioni iper- 
piane di X in una forma forteì relativa cioè agli ideali principali di 
P =  K [x0 , Xx , • • •, xr] =  K [X0 , Xx , • • *, Xr]/po (l’anello delle coordinate

(*) Lavoro eseguito nelFambito dell’attività del G.N.S.A.G.A. mentre l’Autrice godeva 
di una borsa di studio del C.N.R.

(**) Nella seduta del 27 novembre 1979.
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omogenee di X) generati dalle forme lineari di P. Le varietà che soddisfano 
a tale proprietà (che si può vedere non essere altro che una formulazione 
« geometrica » della disuguaglianza prof (0) 2, ovvero della corrispondente
dim h (X) <  r) (1) 2, mostrano qualche interesse di per sè, e su di esse Fau
trice spera di poter tornare in un prossimo lavoro. Tra di esse vi sono 
evidentemente le varietà X proiettivamente normali nella fissata immersione, 
le varietà intersezione completa e, più generalmente, le varietà di Cohen- 
Macaulay (nel senso proiettivo;®. Nella presente nota ci si limiterà a 
presentare per il tramite della condizione (*) alcune semplici osservazioni 
riguardanti la possibilità di estensione del seguente criterio di fattorialità 
(cfr. ad esempio Hartshorne [4], p. 147 o [5], p. 181) al caso di varietà X 
non più supposte a priori proiettivamente normali:

P r o p o s iz io n e  I. -  Sia X una varietà algebrica proiettiva immersa in 
uno spazio proiettivo Pr. Se X è proiettivamente normale nella fissata immer
sione e Cl (X) è isomorfo a Z e generato dalla classe di una sezione iperpiana, 
allora Panello P delle coordinate omogenee di X è un dominio a fattorizza- 
zione unica (ed evidentemente viceversa:).

E ricordiamo che una varietà algebrica X (affine o proiettiva) si dice 
normale se Fanello locale di ogni suo punto è integralmente chiuso (nel caso 
affine questa condizione è equivalente alla chiusura integrale dell’anello delle 
coordinate della varietà), e che una varietà proiettiva X dicesi invece 
proiettivamente normale, relativamente ad una data immersione di X in 
uno spazio proiettivo Pr, se risulta integralmente chiuso il suo anello delle 
coordinate omogenee(3), vale a dire, Fanello delle coordinate del cono 
affine C (X) associato ad X nello spazio affine Ar+1.

La normalità proiettiva (detta anche a volte normalità aritmetica) può 
dipendere dalla data immersione di X, ed implica che la varietà è normale.

La normalità, che è evidentemente una proprietà intrinseca, non implica 
invece necessariamente la normalità proiettiva per una fissata immersione 
di X (ma si può provare che se X è normale esiste sempre una immersione 
rispetto alla quale risulti proiettivamente normale) (4).

(1) Ove (9 indica Panello locale del vertice del cono affine C (X) associato ad X, prof {0 ) 
la profondità di 0 , detta anche codimensione omologica di 0  (cfr. [14], IV-12 ovvero [20], 
voi. 2, p. 396) e dimA(X) la dimensione omologica di P come K [X0 , Xj , • • •, X r]-modulo 
(cfr. [13] p. 619 ovvero [20], voi. 2, p. 242).

(2) La condizione ( * ) dipende dalla fissata immersione di X, come è esplicitamente 
osservato nella successiva nota (5).

(3) Come ben noto la condizione indicata è equivalente al fatto che, per ogni intero 
m  >  o, il sistema lineare segato su X dalle ipersuperficie di ordine m in P** è completo. Su 
questo argomento cfr. ad esempio [16]; [4], p. 126 e p. 159; [6], cap. 5; ma anche, prima 
degli altri, [7].

(4) Per tutto quanto concerne questi argomenti cfr. [16], o anche [6], cap. 5 (con atten
zione al fatto che nell’articolo originale [16] Zariski chiama normali le varietà che qui chia
miamo, come d’uso, proiettivamente normali).
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Le varietà X normali risultano non singolari in codimensione uno; 
diremo Ri, seguendo la terminologia di [3], le varietà che godono di questa 
ultima proprietà, per le quali si costruisce il gruppo di classe Cl (X) come 
il gruppo di tutti i divisori di Weil di X modulo quelli principali.

Invero, supporre X proiettivamente normale anziché soltanto normale 
rende la dimostrazione della proposizione I molto semplice. Infatti, il gruppo 
di classe di C (X) è correlato a quello di X dalla seguente successione esatta 
(cfr. Hartshorne, loc. cit., p. 147):

O -> Z Cl (X) -A* Cl (C (X)) -> o

(a manda 1 nella classe di una sezione iperpiana, ß manda la classe di un 
divisore di X nella classe del divisore di C (X) ottenuto come proiezione di 
quello).

Di qui si trae che se C/ (X) è isomorfo a Z e generato dalla classe di 
una sezione iperpiana (e soltanto in questo caso), allora Cl (C (X)) è uguale 
a zero. Se quindi P =  T (C (X) , 0C(X)), l’anello delle coordinate di C (X), 
è integralmente chiuso (ovvero P è, come si dice, un dominio di Krull), 
si può introdurre (cfr. [2], p. 29; [9], p. 4) SS, gruppo di classe di P, C l(P), 
il quale risulta nelle attuali ipotesi isomorfo a Cl (C (X)), ed è ben noto 
che l’annullarsi del gruppo Cl (P) è condizione necessaria e sufficiente 
affinché P sia un dominio fattoriale (cfr. [2], p. 31, ma anche Hartshorne, 
loc. cit., p. 131).

La proposizione I senza ulteriori assunzioni non può essere estesa neppure 
al caso di varietà non singolari, come mostra il seguente esempio (ove suppo
niamo per semplicità che sia K =  C, il campo dei numeri complessi).

Una generica V3 intersezione completa in P8 è una varietà non singolare 
tale che:

(i) il suo spazio d’appartenenza (il minimo sottospazio di P8 che la 
contiene) è l’intero P8;

(it) il suo anello delle coordinate proiettive omogenee è un dominio 
a fattorizzazione unica, a norma del teorema di Lefschetz (cfr. ad esempio [1], 
P- 97; [io], p. 93), e pertanto risulta Cl (V) =  Z e generato dalla classe di 
una sezione iperpiana.

Poiché la varietà della corde di V ha dimensione (al più) 7, la generica 
proiezione di V su un P7 è una X3 non singolare isomorfa a V e dello stesso 
ordine, e pertanto non normale in senso classico, vale a dire, tale che il si
stema lineare delle sue sezioni iperpiane non è completo. In particolare X3 
nella fissata immersione in P7 non è neanche proiettivamente normale, e for
nisce il controesempio desiderato, in quanto evidentemente Cl (X) =  Z ed è 
generato dalla classe di una sezione iperpiana.

D’altro canto, una varietà X normale soddisfacente alla condizione (*) 
è anche proiettivamente normale, in virtù del cosiddetto criterio di normalità

3 — RENDICONTI 1980, vol. LXIX, fase. 1-2.
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di Serre (cfr. [14], III-13; [3], p. 107, ma anche, prima degli altri, [12], 
p. 363)(5). È quindi possibile di esprimere la proposizione I per varietà 
normali soddisfacenti però alla condizione (*). Di questo fatto vogliamo dare 
una dimostrazione alternativa, che ci sembra mettere in luce maggiormente 
l’aspetto «geometrico» della questionò, la quale dimostrazione non poggi 
sul detto criterio di Serre bensì sul seguente semplice (ed utile) lemma di 
Andrectti-Salmon (cfr. [1], p. 99) una cui dimostrazione riportiamo qui per 
comodità del lettore (6).

LEMMA 3. -  Sia p0 un ideale primo omogeneo dell'anello K [X0, Xx, • • • , Xr], 
p0 £ X0, e p il corrispondente ideale primo di K [Yx , • • •, Yr] nella disomo
geneizzazione d  : K [X0 , X j, • • •, Xr] —> K [Yx, • • •, Yr].

S* P =  K [X0 , Xx , Xr]/p0 è un dominio a fattorizzazione unica 
tale è anche A =  K [Yx, • • *, Yr]/p, e vale il viceversa se si suppone in più 
che x 0 P sia un ideale primo di P (7) (qui al solito x 0 , xx, • • •, xr designano 
i residui di X0 , Xx, • • •, Xf modulo p0).

Dimostrazione. -  Supponiamo che P sia un dominio a fattorizzazione 
unica ed indichiamo con X la varietà proiettiva in Pr associata a p0, e 
con Xa quella affine in A r =  Pr — [X0 =  o] associata a p.

X ed Xa sono varietà normali, ed i relativi gruppi di classe sono pale
semente correlati dalla seguente successione esatta:

o -+ N  e * a (X )-i->a (xa) o

(ß è indotta dalla inclusione Xa c-> X, ed N è il sottogruppo di C/(X) gene
rato dalle componenti della sezione iperpiana [X0 =  o] -X).

Poiché Cl (X) nelle attuali ipotesi è isomorfo a Z e generato dalla classe 
di una sezione iperpiana, e questa è un elemento di N, si deduce che 
Cl (Xa) =  o, e quindi che A — T (Xa , &x) — T (Xa , 0Xa) è un dominio a 
fattorizzazione unica, grazie all’argomentazione riportata nella dimostra
zione della Proposizione I.

Supponiamo viceversa che sia A un dominio a fattorizzazione unica 
e che x 0 P sia primo, e cominciamo con il provare che una forma di P 
irriducibile e non invertibile è un elemento primo (ovvero, equivalentemente, 
che ogni ideale primo minimale omogeneo di P è principale).

(5) Di conseguenza, ogni varietà non singolare immersa che non sia proiettivamente 
normale non soddisfa alla condizione ( *) (come nelPesempio dianzi fornito), ed è allora chiaro 
che detta condizione dipende dalla immersione della varietà al pari della proiettiva normalità.

(6) Ma anche perché nell’articolo citato ci si limita a provare la fattorialità di P soltanto 
relativamente agli elementi omogenei di P, mentre qui si asserisce la fattorialità di P rispetto 
a tutti i suoi elementi.

(7) Questa ulteriore ipotesi, che è evidentemente necessaria, è anche essenziale per la 
validità dell’assertQ, come gli Autori mostrano con un esempio.
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Invero, poiché x 0 P è primo in P, l’omogeneizzazione h : K [Yj, • • *, Y r] -> 
—► K [X0 , Xx, • • •, Xr], che è la sezione di d definita di h ( /  (Yx, • • •, Yf)) =  
— Xoeg// ( X 1/X0 ,* • -, Xr/X0), induce una corrispondente omogeneizzazione 
k : A -> P, che è una sezione di d che gode delle seguenti proprietà: per 
ogni forma F in P , kd (F) =  F/xs0) ove j  >  o è la massima potenza di 
x 0 che divide F ; h ( fg) =  k ( / )  k (g).

Se F è dunque una forma di P irriducibile e non invertibile, per provare 
che FP è primo basta provare (cfr. [20], voi. 2, p. 152) che, se F | GH, 
dove G , H sono forme di P, e FlG, allora F | H.

Ed infatti, d (F) A è primo in A; poiché poi d (F) | d (G) d (H) e 
<J(F)W(G), allora d (F) | J(H ), il che implica kd(F) =  F | M (H) |H ,  come 
volevasi.

Resta ormai da provare soltanto che ogni ideale primo minimale di P 
è principale (ciò non è di immediata dimostrazione perché P non è supposto 
a priori essere un dominio di Krull).

Si può usare però dell’argomento di [2], p. 42: detto S l’insieme degli 
elementi omogenei non nulli di P, l’anello S-1 P coincide con l’anello dei 
polinomi di Laurent K (X) [.x0 , x 'f\ì dove K (X) è il campo delle funzioni 
razionali di X, vale a dire, il campo degli elementi del campo dei quozienti 
di P esprimibili come rapporto di forme dello stesso grado. Pertanto S-1 P 
è un dominio fattoriale, e la conclusione discende allora dal seguente 
teorema di Nagata (cfr. [8], p. 144): se S è un sottoinsieme moltiplicativa
mente chiuso di un dominio di integrità noetheriano P tale che ogni elemento 
di S è prodotto di un numero finito di elementi primi, e se S-1 P è un 
dominio fattoriale, allora anche P è un dominio fattoriale.

Ciò premesso, passiamo all’annunciata dimostrazione della seguente

P r o p o s iz io n e  II . -  Se X è una varietà algebrica proiettiva e normale 
immersa in î no spazio proiettivo Pr tale che Cl (X) è isomorfo a Z e generato 
dalla classe di una sezione iperpianaì allora Panello P delle coordinate omo
genee di X rispetto a tale immersione è un dominio fattoriale se, ed evidente
mente soltanto se y X soddisfa alla condizione ( *).

Nel caso dim (X) >; 2 (8), osserviamo che per ipotesi ogni sezione iper- 
piana di X è un divisore primo; sia X una forma di grado uno in P tale 
che Tideale XP sia un ideale primo di P.

Supporremo per semplicità che sia X =  x0y ed indicheremo D =  div(#0).
D è allora una sotto varietà irriducibile di X di codimensione uno, e la 

varietà affine Xa ottenuta come complementare di D in X risulta per ipotesi

(8) Nel caso dim (X) = 1 ,  Passerto è evidente senza ulteriori assunzioni perché allora 
dal teorema di Bézout consegue che X è di necessità una retta in Pr.
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ancora normale. Possiamo allora utilizzare la successione esatta (cfr. Hart- 
shorne, loc. cit., p. 133)

o — z a  (X) -A* a  (x0) -* o
(a manda 1 in cl (D), ß è indotta dalla inclusione Xa c-> X) per dedurre che 
Cl (Xa) è uguale a zero, e quindi che Panello A =  T (Xfl , &x) =  F (Xa , ®xa) 
è un dominio a fattorizzazione unica, grazie all’argomentazione già riportata 
a proposito della dimostrazione della Proposizione I, e tenuto conto del 
fatto che A risulta adesso integralmente chiuso.

Per ottenere la conclusione, basta allora applicare il lemma sopracitato, 
c.v.d.
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