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Algebra. —- Sur les algèbres de Malcev-admissibles. Nota di 
A lfy A bd el Malek, presentata (*> dal Socio G. Zappa.

R iassunto. — Si studiano le algebre flessibili, Malcev-ammissibili di dimensione finita 
su un corpo K di caratteristica diversa da 2 e 3. In particolare si forniscono per le algebre 
di Malcev risultati analoghi a quelli di Läufer e Tomber e di Myung per le algebre di Lie.

T . I n t r o d u c t io n .

Soit A une algèbre flexible, Malcev-admissible de dimension finie sur 
un corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Soit H une sous-algèbre 
de Cartan déployante commutative de A - . Supposons que — ~Lh soit un 
scalaire sur A a pour toute racine oc 9^ o de H et pour tout h  G H. Nous démon­
trons que si H est nil dans A et si le centre de A “ est zéro, alors A est une algèbre 
de Malcev isomorphe à A ". En outre, on montrera que si le corps K est algé- 
briquiment clos de caractéristique zéro et si A ” est semi-simple, alors A est 
la somme directe d ’algèbres de M alcev-admissibles simples. Ces deux résultats 
sont les analogues, pour les algèbres de Malcev, de ceux obtenus par Läufer et 
Tomber et par Myung pour les algèbres de Lie (cf. [3], [5]). De plus, on don­
nera une condition pour que une sous-algèbre S de A ” soit une sous-algèbre 
de A. Enfin, on exprimera les conditions pour que une sous-algèbre de Lé vi 
de A~~ soit un idéal de A dans le cas où le radical de A~ est nilpotent.

! 2. P r é l im in a ir e s .

Une algèbre A sur un corps K est appelée une algèbre de Malcev si sa 
multiplication vérifie les identités:

(i) x 2 =  o pour tout x  dans A,

(ii) (xy) (xz) — ((xy)z)x +  {(yd)x)x +  ((zx)x)y quels que soient x  , y  , z 
dans A.

Pour une algèbre A, P algèbre A ” est celle obtenue à partir de A en défi­
nissant la multiplication par \ x )y ] = x y — y x  pour x , y  parcourant A. 
On dit que A est une algèbre de Malcev-admissible si A~ est une algèbre 
de Malcev.

(*) Nella seduta del io  maggio 1980.
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Nous dirons que A est une algèbre flexible si l’on a

(1) ( xy )x  =  x ( y x )  pour tous x , y  dans A

En écrivant ((x +  z) y) (x +  z) =  (x +  z) (y (x +  z) ) , on obtient

(2) (xy) z  +  (zy)x =  x- (yz) +  ^ (yx)  pour tous x  , y  , z  dans A .

Si A est une algèbre sur un corps de caractéristique différente de 2, T al­
gèbre A+ est celle obtenue à partir de A en définissant la multiplication par 
x -y  =  \  {xy +  yx)  pour tous x  }y e  A.  Si A est fleible, alors Dx — Rx — L x 
est une dérivation de A+ pour tout x  dans A où y R x =  y x  et y L x =  xy  pour 
tout y  e A.

Soient maintenant A une algèbre flexible, Malcev-admissible de dimension 
finie sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et H une sous-algèbre 
de Cartan déployante de A ” (cf. [2]). Alors A “ =  H ©Aai® • • • © A a /où A a{ 
est l’espace de racine oc:i défini par A a{ =  {x | x  e A , x ÇDh — &i(A) l )r(h) =  o 
pour tout h e  lì} . D ’après le lemme 5 de [2], on a

(3) ) A ay] ^  A a?. ©  Uj si 2 - f l - j  [A a,- J A ay] ^  Aga^© A _ ^ . •

D ’autre part, comme Dh est une dérivation de A+, on a

(4)

Aa^.'Auj A a/ + Uj ,

A a.-Aay =  o

si ai +  OLj est une racine et

si oq +  oij n ’est pas une racine.

Puisque xy  =  x  -y +  \  [x , y] pour tous x  , y  e A, on vérifie aussitôt que H 
est une sous-algèbre de A+ et de A.

Sauf mention expresse du contraire, A désignera, par la suite, une algèbre 
de dimensioh finie sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3.

L em m e 2.1. Soient A  une algèbre flexible, Malcev-admissible et H une 
sous-algèbre de Cartan déployante de A ” . S i  a f l  o est une racine de H telle que 
DÂ soit un scalaire sur Vespace de racine A a pour tout h e  H, alors RÂ et LÂ sont 
des scalaires sur A a.

En effet, soient h e l i ,  o f l  x e  A a et DÂ =  a (h) sur A a. Grâce à la flexi­
bilité de A, on a [x , h2] =  [x, h] h +  h [x , h] et, par suite, a (h2)x =  a (h) xh  +

+  a (A) hx. Si a (h) f l  o, alors xh  = ---- -rrr  (a (^2) +  (a x  et h x = ---- - r r rw  v '  2 oc (h) yy y 2 a {h)
(oc (h)2 — (a (A))2). Si a (h) =  o, il existe h' G H tel que a (A') f l  o.
Comme (Ah') T>x =  h [h' , x] , on a oc (Ah') x  =  a (^') hx =  oc (h') xh. Donc

xh =  hx =  - x , d ’où le lemme.oc (h)
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Lem m e 2.2. Soient A  une algebre flexible, Malcev-admissible et H une 
sous—algèbre de Cartan déployante commutative de A ” . Supposons que DÂ soit 
un scalaire sur A a pour tout h e  H et pour toute racine a ^ o Æ H .  S i le centre 
de A ~  est zéro et H est n il dans A, alors H 2 =  o.

Soit n >  i un entier tel que h3n — o pour tout h e  H. Montrons que, 
pour tout h e H , A2n — o. Soient o ^ i e  A a et DÂ — a (h) sur A a pour tout 
h e  H. Supposons qu’il existe un élément h e  H tel que a {h2n) f i o .  D ’après 
le lemme précédent, on a xh2n =  — h2n x  =  \  ol {h2n). Comme [x , hn] =  
=  a {hn) x, on a xhn =  ftx et hn x  — (ß — a (hn)) a; où ße  K. Grâce à la flexi­
bilité de A, on a (xh2n) hn =  hn {h2n x) et, par suite, J  a (A2*1) ß# =  — Ja (^ 2n) X 
(ß — a (Aw)) a;. Donc ß =  J  a (An). D ’autre part, [x , ^2îl] =  [x , An] hn +  
+  hn [x , hn\ — a (hn) +  hn x) — o. Il en résulte que a (^2îl) =  o, ce qui
est absurde. Donc a (h 2n) =  o pour tout h e H. Si l’on répète le procédé, on a 
h^ — o ou h2 — o pour tout h £ H. Montrons que, pour tout h e  H, h3 — o. 
Soient h e H , o f l  x e  A a. Comme h3 =  o, on a a (h3) =  o o u  xh3 +  h3 x  = 0 . 
Si xh3 +  h3 x  =  o, on a [[x , Ä3] , h] =  — 2A [a; , A3] et, par suite, 
a (/^3) a(A) a: =  — 2 a (A3) hx. Si a (Ä3) on a atâ +  hx  =  o donc a (Ä2) =  o. 
D ’après la flexibilité de A on a, o =  {xh2) h3 — ^ 3 (à2 a;) =  (atA2) h3 -— h3 {xh2) =  
=  a (A3) xh2. On en déduit alors que xh2 =  h2 x  =  o et la flexibilité de A donne 
h3 x — a:A3 =  o. Cela est une contradiction et par conséquent a {h3) =  o pour 
tout h £ H. D ’après ce qui a été vu plus haut, =  o pour tout h e  H. Comme 
H est commutative, on a H 2 =  o. D’où le lemme.

3. Q u e l su a s  c l a sse s  d ’a l g è b r e s , f l e x ib l e s , M a l c e v - a d m is s ib l e s

THÉORÈME 3.1. Soit A  une algèbre flexibles, Malcev-admissible de dimen­
sion finies sur un corps K algébriquement clos de caractéristique zéro S i  A~  
est semi—simple, alors A est la somme directe d  algèbre s de Malcev-admissibles 
simples.

j __ ' /
Comme A est semi-simple, A =  A 1 © • • • © A t . où les A^ {i =  1, • • •, t) 

sont des algèbre de Malcev simples. Donc A est la somme directe de sous- 
espaces B  ̂ =  A^ (i =  i,* • - , t). Montrons que les B* sont des idéaux de A.
Soient x , y  dans Bh et xy  —  2  bi avec b%e B{. Si bj f i  o, il existe un élément

%

Xj dans B̂ - tel que [bj , Xj] f i  o. Sinon bj appartient au centre de A j  ce qui est 
impossible. Pour tout XjG Bj on a

(xy)  =  \bi . Xj] =  (x-y  -f |  [x , y]) T>Xj

=  (x 'D '.y y  +  x -( yDxj) + £  [[x ,y ]  , Xj] =  o si j ^ k .

Donc pour tout j  f i  k , [bj , Xj] <  o et, par suite, bj =  o pour tout j  f i  k et
xy — bftÇ B&. On en conclut que B& est une sous-algèbre de A.

Soient m aintenant x e  Bj , y  e B& avec j  f i  k. Si Aj  n ’est pas une algèbre 
dei Lie, on a A j — KA©Aa©A_a (cf. [8]). Supposons que x e  A a. Si xy  — 2
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avec b{ e , on a

(xy) D Â =  [bj y h] =  (xy) h — h (xy) =  (xy) h — h (xy) =  y(xh)  —- (hx) y  

=  y  (xh) — y  (hx) =  y  [x , h] =  ayx  =  a xy  e B̂ -.

Donc Ary =  ja: e B . D ’autre part, soient x^  e A a , A:_a e A„a tels que \xy y] — A. 
Alors, (xay) Dx_a =  (xa-y) D x-* =  h -y  =  hy =  yh  et comme (x*y) D ,_ a e B ,̂ 
On en déduit que B̂ - est un idéal de A. D ’autr part, on a la même résultat si 
A j est une algèbre de Lie simple (cf. [3]), d ’où le théorème.

T héo rèm e  3.2. Soient K  une algèbre flexible y Malcev-admissible de 
dimension fin ie  sur un corps K de caractéristique diflêrente de 2 et 3, H 
sous-algèbre de Car tan déployante commutative de AT. Supposons que D h soit 
un scalaire sur A a pour tout h € H et pour toute racine a ^ o  de H. S i  H est 
n il dans A et si le centre de AT est zéro y alors A  est une algèbre de Malcev 
isomorphe à A ".

D ’après le Lemme 2.2, H 2 =  o. Soient oc , ß deux racines de H avec 
a ß. Si a +  ß n ’est pas une racine, alors A a-Aß — o et par suite A aAß =  
=  AßAa= o .  Si a  +  ß =  o, d ’après (4), on a, A a-ApÇ H donc A aAß<=H. 
Choisissons un élément h e H avec a =  a (h) o et soient A a ,

Aß. Posons xh =  — hx  — \  ocx. En utilisant la flexibilité de A, on a 
(hx)y  — h (xy) +  (yx) h — y  (xh) =  o, donc x -y  =  o soit xy — \  [x , y\ .  Sup­
posons que a -f ß 7^0 et soient e1 , • • - , en une base de A a+ß. D ’après (4), on 
vérifiie aussitôt que A a Aß A a+ß. Choisissons un élément h e H avec ß (h) f l  o 
et soient a =  oc (h) , ß =  ß (h) A a, o f l y e  Aß. Alors [x , y] =  2  Y» ei>

i
xy  =  ^ Ÿ t.ei t y x  — (y’- — T i )e i t xh  =  — hx  =  | a  x , e t h =  — he4 =

i i
— J  (a +  ß) ei où i =  i, • • - , t  y y*, y'. e K. En vertu de la flexibilité de A, 
(hx) y  — h (xy) +  (yx) h — y  (xh) =  o et on a ^  (y'. — \ y i )  =  o. Donc 
ï '  =  è ï i  et, par suite, xy  =  \  [*,y]-

Supposons que oc — ß et soient ex, • •, et une base de A2«./i »• • - , f r  une 
base de A_a. D ’après (3), [Aa , A«] £  A2a©A_« et d ’après (4), A a-Aa £  A ^. 
Choisissons un élément h sH  avec a =  a (//) 7^0 et soient x , y  e A œ avec o ^ x

t r t
et o ; on voit que xy  — y x  =  2  ~ki ei +  2  ' i i f i , xy  +  y x  =  2  X  ei >

i —1 ~ 1  Î=1
t r t t

xy =  Ì  2  0* +  Yf) «i +  2 2  Yi/j =  2  2 Y i / i .i—1 0=1 % =1 i =1
xh — — âa; == \  eux y e ih  =  •— he  ̂=  oc  ̂ , Ä =  — hf$ — — \  cnfj où , y j , 
Xi e K. La flexibilité de A nous dit que (hx) y  —  h (xy) +  (yx) h — y  (xh) ' =  o, 
donc Xi =  o pour tout i  =  i , d ’où Ary =  J  [x y y]. Ceci nous montre que
xy  — — y x  — J  \x y y]  pour tout x  y y  dans A et le théorème s’ensuit.

COROLLAIRE 3.3. Soit A  tme algèbre flexible y Malcev-admissible et 
supposons que A~ ait une sous-algèbre de Cartan déployante H qui soit n il 
dans A. S i  A ” est simple, alors A  est une algèbre de Malcev simple isomorphe 
à A “ .
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En effet, comme H est commutative, on a H 2 =  o. Donc A ” satisfait 
les conditions du Théorème 3.2 et, par suite, A est une algèbre de Malcev- 
simple isomorphe à A ” .

Les exemples suivant montrent que les conditions

(i) le centre de A~ est zéro,

(ii) H est nil dans A, sont des conditions nécessaires das le Théorème 3.2.

Exemple 3 .4 . Soit A une K-algèbre de dimension 4 dont la multiplication 
relativement à une base {et , e% , e3 , e4} est définie par e1 e% =  e1 , ex ez =  
— £3 e.\ ■— \  e4 , ez e4 =  e4 , ez e% =  ez , e% — e%y les autre produits étant nuis. 
On vérifie que A est flexible, Malcev-admissible et que H — K>2 est une 
sous-algèbre de Cartan de A ” . On voit aussi que A ” '=  H © A ^ A -tl où 
A i =  K^© Ke3 et A_! =  Ke4. Le centre de A ” est zéro mais H n ’est pas nil 
dans A. Il est clair que A n ’est pas une algèbre de Malcev.

Exemple 3.5.  Soit A une K-algèbre de dimension 5 dont la multiplication, 
relativement à une base {ex , • • - , e5), est définie par

e h +  \  » e % e i  —  e h ~  è  £4 j e i  ^4 =  —  e i  —  è  >

^4 ^2 2  ^ 2 .  > ^3 ^4 ^4 ^ 3 z== \ ^3 j ^4  ^5 ?

les autres produits étant nuis. On vérifie que A est flexible, M alcev-admis 
sible et que H ,=  K^4©K^5 est une sus-algbr de Cartan de A~ qui est nil 
dans A. De plus A “ — H @A1@A_ly où Ax — K e ® K e z et A_x =  K^2 . Le 
centre de A ” est Ke5 et A n ’est pas une algèbre de Malcev.

Lem m e 3 .6 .  Soit A  une algebre flexible Malcev-admissible sur un corps de 
caractéristique différent de 2: On a alors les identités suivantes'.

ìj>([x >y2] +  [[% , y] y y] qules que soiet x  , y  dans A; 

[y , x] -z +  J [[y 5 %] , x\ — \yz  , x] pour tous x  y y  yz

Pour x  , te  A, on a [# , y2] = x  (yy) — (yy) x  =  (ay) y  — y  (y#). De plus

(*y) Dÿ =  (%-y) Dy +  \  [[x , y] , y] =  [ x , y] -y +  \  [[x , y] , y]

— (xÿ )y  — y (x ÿ )  =  { x ÿ ) y — (yx )y^= (xy )y  —  y{ux)  +  y ( y x ) — (yx )x  

=  [x , y2] +  [y , yx] =  [x , y*] — (yx) Dy 

=  [x , y 2] — y [ x  , y ] — l [ [ y  , x ] , y ]

=  [ x >y a] - y [ x y ] + % [ \ x , y ] , y ] -

(i) [x , y] y  =

(ii) y - [ x , y ]  =  
dans A.

ex e>g =  

4̂ ==
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Donc [x ,y ]  -y =  J  [x , y 2] et par suite, [x , y] y  =  \  ([x  , y 2] +  llx  ,y l , y]'), 
d ’où l’identité (i).

Pour x , y , z e  A on a, (y x ) Dx =  [yx , x] =  (y ■z) T>x +  |  [[y , z ] , x ]  =  
=  [y , x ] - z + y [ z - x ]  + l [ [ y  ,z] ,x].

Donc y  ■ [x , z] =  [y , x] -z —  [yx , x] +  J  [[y , z] , x].
Compte tenu de ce lemme et du théorème de [6], on a le théorème suivant:

THÉORÈME 3.7. Soit K  une algebre flexible, Malcev-admissible de dimension 
fin ie  sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Soient S une sous- 
algèbre de AT et H une sous-algebre de Cartan de S. Pour que S soit une sous- 
algèbre de A, i l  fa u t  et i l  suffit que H H s S .

Soit A  une algèbre flexible, Malcev-admissible sur un corps K de caracté­
ristique zéro. Si le radical R de A “ est J2-potent, alors A -  =  R ©S où S est 
une sous-algèbre semi-simple de A qui s’appelle une sous algèbre de Levi de 
A -  (cf. [9]).

Dans l’exemple 3.5, S =  ’Ke1®Ke2®K.e®Ke4: est un idéal de A mais S 
n ’est pas un idéal de A. Le théorème suivant nous donne les conditions néces­
saires et suffisantes pourque S soit un idéal de A dans le cas où R est nilpotent,

T h e o r e m e  3.8. Soit A une algèbre flexible à puissances associatives. 
Malcev-admissible de dimension fin ie sur un corps K algébriquement clos de 
caractéristique zéro telle que le radical R de A ~  soit nilpotent. Pour que une 
sous—algèbre de Levi S de A -  soit un idéal de A, i l  fa u t  et i l  suffit que S ait une 
sous-algèbre de Cartan H qui soit n il dans A et que [R , H] =  o.

Supposons que S soit un idéal de A. Alors S est un idéal de A ~  et, par 
suite [R , S] == o. D ’après le Théorème 3.1, S =  © où est une squs-

i

algèbre simple de A. Si S i n ’est pas nil, alors S  ̂ doit avoir un élément unité 
(cf. [4]), ce qui est absurde. Donc S est nil dans A. En particulier H est nil dans 
A. Réciproquement, supposons que H soit une sous-algèbre de Cartan vérifiant 
les conditions du théorème et soit S a un epace de racine de S pour la racine 
a ^ o  de H. Il existe alors un élément h e  H telque a (h) f i o .  Comme 
D Â :S a -> S a est une application surjective, o n a S a =  [Sa ,^ ]  =  [[S«,A] , k]. 
D ’après l’identité des algèbres de Malcev on a,

[Sa ,R]  =  [ [ [ S« , Â] , À] , R]

£  [[h ,R]  , [ A , S J ]  +  '[[[R , S J  ,Ä],Ä] +  [[[h , R ] , Sa] , h] =  o.

Donc S est un idéal de A “ et, par suite, R +  D est une sous-algèbre de Cartan 
de A ". Comme H est commutative et nil dans A, on a H 2 =  o. D ’après 
le théorème 3.7, S est une sous-algèbre de A. Donc S est une algèbre de 
Malcev pour la multiplication de A. Par conséquent S2' =  [S , S] =  S. 
Soiten x  e R , y  , z e  S ; on a ^  (yz) =  (xy) z  +  ) z y ) x  — z (yx) =  (yx) z  — 
— z (yx) — x  (yz). Donc x  (yz) =  (yz) x  =  J  [yx , z] g S, ce qui prouve 
que S est un idéal de A
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