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Algebra. — Swur les algébres de Malcev-admissibles. Nota di
ALry ABD EL MALEK, presentata ® dal Socio G. Zappa.

RIASSUNTO. — Si studiano le algebre flessibili, Malcev—-ammissibili di dimensione finita
su un corpo K di caratteristica diversa da 2 e 3. In particolare si forniscono per le algebre
di Malcev risultati analoghi a quelli di Laufer e Tomber e di Myung per le algebre di Lie.

1. INTRODUCTION.

Soit A une algebre flexible, Malcev-admissible de dimension finie sur
un corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Soit H une sous—algebre
de Cartan déployante commutative de A™. Supposons que R, — L, soit un
scalaire sur A, pour toute racine « 7= 0 de H et pour tout Ze H. Nous démon-
trons que si H est nil dans A et si le centre de A™ est zéro, alors A est une algébre
de Malcev isomorphe 4 A™. En outre, on mortrera que si le corps K est algé-
briquiment clos de caractéristique zéro et si A~ est semi-simple, alors A est
la somme directe d’algébres de Malcev—admissibles simples. Ces deux résultats
sont les analogues, pour les algebres de Malcev, de ceux obtenus par Laufer et
Tomber et par Myung pour les algebres de Lie (cf. [3], [5]). De plus, on don-
nera une condition pour que une sous—algébre S de A~ soit une sous-algtbre
de A. Enfin, on exprimera les conditions pour que une sous—algébre de Lévi
de A™ soit un idéal de A dans le cas ou le radical de A™ est nilpotent.

z' 2. PRELIMINAIRES.
Une algébre A sur un corps K est appelée wune algébre de Malcev si sa
multiplication vérifie les identités: ‘
(i) 4®2=o0 pour tout x dans A,
(i) (xy) (x2) = ((xy)2)x + (y2)x)x + ((ex)x)y quels que soient x,y,2
dans A.

Pour une algebre A, 'algebre A™ est celle obtenue a partir de A en défi-
nissant' la multiplication par [x,y] = xy — yx pour x,y parcourant A.
On dit que A est une algébre de Malcev-admissible st A~ est une algebre
de Malcev.

(*) Nella seduta del 10 maggio 1980.
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Nous dirons que A est une algébre flexible si l'on a

(1) (xy) x = x (yx) pour tous x,y dans A

En écrivant ((x +2)y)(x +2) = (x + 2) (¥ (x+ + 2)), on obtient

(2) (z4(z2v)xr =x(y2) + 2(yx) pour tous x,y,z dans A.

Si A est une algebre sur un corps de caractéristique différente de 2, I’al-
gébre A* est celle obtenue a partir de A en définissant la multiplication par
x-y = % (xy + yx) pour tous x,y€ A. Si A est fleible, alors D, =R, —L,
est une dérivation de At pour tout x dans A ou yR, = yx et yL, = xy pour
tout ¥ € A.

Soient maintenant A une algébre flexible, Malcev—admissible de dimension
finie sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et H une sous—algébre
de Cartan déployante de A~ (cf. [2]). Alors A” = H @A, @+ @ Ay, ol Ay,
est 'espace de racine «; défini par A,,={x|x €A, x Dy —a;(%) D'®—o
pour tout ze H}. D’apres le lemme 5 de [2], on a

(3) [Aa,-,Aaj] S A, + % si @77 et [Ag, Ayl S Apo;® Ay, -

D’autre part, comme Dj, est une dérivation de A*, on a

Aa,-'Aocj < Ag 4 % si a; + «; est une racine et
4)

Agy Ay, =0 si o -+ oy n’est pas une racine.

Puisque xy = x-y + 4 [x,y] pour tous x,y €A, onvérifie aussitét que H
est une sous—algébre de At et de A.

Sauf mention expresse du contraire, A désignera, par la suite, une algébre
de dimensioh finie sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3.

LEMME 2.1. Sodent A wune algébre flexible, Malcev—admissible et Y une
sous—algébre de Cartan déployante de A™. Si o 5 0 est une racine de H telle que
D, sott un scalairve sur lespace de raciné A, pour tout he H, alors Ry, et Ly, sont
des scalaires sur A,

En effet, soient 2€ H,0 Zxe€ A, et Dy = a (%) sur A,. Grice 4 la flexi-
bilité de A, on a [x , A%) = [x, 2] 2 -+ % {x, /] et, par suite, a (#)x = o (&) x4 +
. R 2 . _

+ (%) hx. Sia (%) # o0, alors x4 = eI} (o (7%) (2 (B)?) x et hox e
(x (B2 — (o (). Si a(h) = o, il existe Z'€H tel que o(%) # o.
Comme (A2')D, = k[ ,x], on a a(kh)x = a(A")hx = « (/') xh. Donc
— o F )
xh = hx = )

z, d’ou le lemme.
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LEMME 2.2. Soient A une algébre flexible, Malcev—admissible et H une
sous—algébre de Cartan déployante commutative de A~. Supposons que D, soit
un scalatve sur A, pour tout e H et pom’.toute racine «. 70 de H. Sz le centre
de A~ est zéro et H est nil dans A, alors H2 = o.

Soit # =1 un entier tel que 4% = o pour tout %€ H. Montrons que,
pour tout Z€H , 22" = o, Soient 0 #x€ A, et D, = a (%) sur A, pour tout
%€ H. Supposons qu'il existe un élément 2e H tel que o (%4**) 3£ 0. D’aprés
le lemme précédent, on a x4*"= —/)?x =L« (#?). Comme [x, A" =
= o (k") x, on a xAh" = Bx et A" x = (B — a (A")) x ot Pe K. Gréce 1 la flexi-
bilité¢ de A, on a (x4*") A* = k" (h*" x) et, par suite, § « (42%) Bx = — Ja(/2?) X
(B—a(s)x. Donc B=3L1a(s?). Dautre part, [x,4"] = [x,’"] A" +
+ 4% [x, A*] = o (&%) (xh" + A" x) = 0. 1l en résulte que a(%*") =0, ce qui
est absurde. Donc « (4*®) = o pour tout Ze H. Si l'on répeéte le procédé, on a
/4* =0 ou %% = o pour tout %€ H. Montrons que, pour tout Z€H, 4% = o.
Soient Z€H,0 #xe A, Comme %®=o0, on a a (%) = 0 ou 243+ /3 x =o.
Si xh® +h*x = o0, on a [[x,4%],%] = — 22 [x,h®] et, par suite,
a (B a(h)yx = —2a (A hx. Si a(h®) 70 on a 2k + kx = o0 donc « (42) = o.
D’apres la flexibilité de A on a, 0 = (x4?) A3 — 73 (k2 x) = (xh®) h® — h3 (xh?) =
= o (A%) 242 On en déduit alors que x42 = /2 x = o et la flexibilité de A donne
7® x — xh® = o. Cela est une contradiction et par conséquent o (%3%) = o pour
tout 2 € H. D’apres ce qui a été vu plus haut, 42 = o pour tout 2¢ H. Comme
H est commutative, on a H2 = 0. D’ou le lemme.

3. QUELSUAS CLASSES D’ALGEBRES, FLEXIBLES, MALCEV-ADMISSIBLES

THEOREME 3.1. Soit A une algébre flexibles, Malcev—admissible de dimen-
ston finies sur un corps K algébriguement clos de caractéristique zéro Si A~
est semi—simple, alors A est la somme directe d’algébres de Malcev—admissibles
simples. ’

C\‘omme ATest semi-simple, AT =A; ®:- - ®A,, ot les A;(F=1,---,7)
sont des algébre de Malcev simples. Donc A est la somme directe de sous—
espaces B; =A; (¢ =1,-++,%). Montrons que les B; sont des idéaux de A.
Soient x,y dans Byet xy = Z b; avec b;€B;. Si b; # 0, il existe un élément

%

x; dans B; tel que [4;, x;] 7 0. Sinon &; appartient au centre de A; ce qui est
impossible. Pour tout x;€ B; on a

(xy> Da:jz [éi’xj] = (xy + % [x,9D D:cj
= (xij>'J’ +x(3’ij) + % [[x 73/] !xj] =0 SEVES2

Donc pour tout j % £, [6;,x;] < o et, par suite, b; = 0 pour tout j 7 £ et
xy = b;, € Bz, On en conclut que B, est une sous—algébre de A.
Soient maintenant x€ B;,y € B, avec j % £. Si A; n’est pas une algébre
dei Lie,on a A;= KZDABA_, (cf. [8]). Supposons que xe A,. Si xy = E b;
1
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avec 6;€B;, on a
(29) Dy = (65, ) = (23) e — ke (a9) = (xy) h— e () = y(xh) — (hx) y
—y(ah)—y(hx) =y [x,h) = opx —oxy€B;

Donc 2y = yx € B; . D’autre part, soient 2, €A, , x_,€A_4 tels que [x, y] = 4.
Alors, (%49) De—o = (%a¥) Do—o = 2y = 7y = y/ et comme (x,y) Dy_o€ By,
On en déduit que B, est un idéal de A. D’autr part, on a la méme résultat si
A; est une algebre de Lie simple (cf. [3]), d’ol le théoréme.

THEOREME 3.2. Sodent A wune algébre flexible, Malcev—admissible de
dimension finie sur un corps K de caractéristicque diflérente de 2 et 3, H
sous—algébre de Cartan déployante commutative de A~. Supposons que D, soit
un scalaive sur A, pour tout h € H et pour toute racine o %o de H. Si H est
nil dans A eof si le centre de A est zéro, alors A est une algébre de Malcev
isomorphe a A~

D’apres le Lemme 2.2, H2 = 0. Soient o, deux racines de H avec
a #B. Si « 4 B n’est pas une racine, alors A, A =0 et par suite A, Ag =
=AgAy=0. Si a+pf=o0, d’aprés (4), on a, A, Agc H donc AzAss H.
Choisissons un élément Z€H avec a=a(h) #0 et solent 0 Fx€EA,,

0 #y€ Ag. Posons x4 = — /x = } ax. En utilisant la ﬂexibilité de A, on a
(hx) y — k (xy) + (yx) h —y (x/) = o, donc x-y = 0 soit xy = & [x, ¥]. Sup-
posons que o + £ 0 et soient ¢ ,- -+, ¢, une base de A, p. D apres (4), on

vérifiie aussitét que A, Ag S Aqyg Choisissons un élément ze H avec (&) %0
et soient a=o (%), B=P (%), 0 FZx €Ay, 0 F ye Ap. Alors [x,y]= Z_Yiei,

= Zy;ei,yx = Z(y;——yi)ei,x/z = —hxr = Yox,e;h = — he; =
=%+ B)e ou i=1,---,¢, v;,v,€K. En vertu de la flexibilité de A,
(ﬁx)y h(xy) + (yx) b —y (x/z) =0 et on a Z (y;—35)e; =0. Donc
Y, =3 v; et, par suite, 2y = & [x, ¥].

Supposons .que a = et sment ey, +, e, une base de A,,, f;, -, fr une
base de A_, D’aprés (3), [Ax,Ad] S Aya®A_o et d’apres (4), AgAy S Age
Choisissons un élément Z€H avec a = oc (&) #o0 et solentx,y € A, avec o0Fx

et oz%y; on voit que xy—yx—ZX e; +;yjf},xy+yx——27\ i€,

t

=P Xt e+ %Z Yify y% = Z Foi— e —14 Zm,

x/z =—lx=4%ax, e,/z-———/te,—ocez yJih=—nhf; = —%af; ou N\,vj,
A €K, La flexibilité de A nous dit que (hx)y —Z(xy) + (yx) b — y (x%) = o,
donc A = o pour toutZ =1, -+, ¢ d’olt xy = & [x, »]. Ceci nous montre que
xy = —yx = % [x,y] pour tout x,y dans A et le théoréme s’ensuit.

COROLLAIRE 3.3. Soit A wume algébre flexible, Malcev—admissible et
supposons que A~ ait ume Sous—algébre de Cartan déployanie YV qui soit nil
dans A.Si A est simple, alors A est une algébre de Malcev simple isomorphe
a A™.
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En effet, comme H est commutative, on a H2 = 0. Donc A~ satisfait
les conditions du Théoréme 3.2 et, par suite, A est une algtbre de Malcev—
simple isomorphe 3 A~

Les exemples suivant montrent que les conditions

(i) le centre de A~ est zéro,

(iiy H estnil dans A, sont des conditions nécessaires das le Théoréme 3.2.

Exemple 3.4. Soit A une K-algébre de dimension 4 dont la multiplication
relativement & une base {¢,¢,,¢;,¢,} est définie par ¢, ¢,=¢,¢¢5 =
—egey=deq, 0004 =1e,,¢30,= 3,63 = ¢, les autre produits étant nuls.
On vérifie que A est flexible, Malcev-admissible et que H = Ke, est une
sous—algebre de Cartan de A7. On voit aussi que A~ = H@A, DA~ ou
Ay = Ke® Keg et Ay = Ke,. Le centre de A™ est zéro mais H n’est pas nil
dans A. Il est clair que A n’est pas une algébre de Malcev.

Exemple 3.5. Soit Aune K-algébre de dimension 5 dont la multiplication,

relativement & une base {¢;,---, ¢5}, est définie par
— — 1 — =1
elez-—e5—|—%e4 , €61 = €5 5¢€ , € &4 66 =735,
Creg=—egey=—3e egey = —ese3=1%¢ ei=—ce
% c4 4 €2 2 “2. ’ 3¢4 — 4¢3 =7 g ¢3 ’ 4 5

les autres produits étant nuls. On vérifie que A est flexible, Malcev—admis
sible et que H = K¢, ®Ke; est une sus—algbr de Cartan de A~ qui est nil
dans A. De plus AT=HQA, @A, ot A, =Ke®dKe; et A, = Ke,. Le
centre de A”™ est K¢, et A n’est pas une algébre de Malcev.

LEMME 3.6. Soit A une algébre flexible Malcev—admissible sur un corps de
caractéristique différent de 2: On a alors les identités suivanies:

G [x,9y=3%x,s"1+ [lx,y],y] qules que soiet x,y dans A;
@) y-[x, 71 =y, 2l-z + 3 [[y,2], 4] — [y2,5] powr tous x,y,
dans A. ,

Pour z,¢€ A, on a [z, 7] =x(yy) — () x = (%) y —y (yx). De plus

@)Dy = (@3 D, + 3 [[*,91,9] =[x, 5]y + } [[x, 5], ]
=@y —y @) = @)y —x)y =9y —yux) + y(yx)—x)x
=[x, 9] + [y, y2] = [, "] — () D,
=[x, ] =[x, y] =%y, «],9]
=[x, "] =[x, 5] +41l%, 51,51
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Donc [x,y]-y =4 [x,5%] et par suite, [x,y]y =L (x,32] + llx 9], 9]),
d’olt I'identité (i).
Pour x,y,2€ A on a, (9x)D, = [yx,2] =(»-2)D, + L [[y,2] ,x] =
= [y, 2]z +y-[z2] + §1[y,2], %]
Donc y-[r,2] = [y,x]-2— [yx, x] +%[[.’y:z] , x].
Compte tenu de ce lemme et du théoréme de [6], on a le théoréme suivant:

THEOREME 3.7. Soit A une algébre flexible, Malcev—admissible de dimension
Jinte sur un corps de cavactévistique différente de 2 et 3. Soient S ume sous—

algébre de A~ et H une sous—algebre de Cartan de S. Pour que S soit une sous—
algébre de A, il faut et il suffit que HH < S.

Soit A une algeébre flexible, Malcev-admissible sur un corps K de caracté-
ristique zéro. S5i le radical R de A™ est Jy—potent, alors A~ = R@S ou S est
une sous—algébre semi-simple de A qui s’appelle une sous algébre de Levi de
A™ (cf. [o]).

Dans l'exemple 3.5, S = K¢y @Ke, ®Ke @ Ke, est un idéal de A~ mais S
n’est pas un idéal de A. Le théoréme suivant nous donne les conditions néces-
saires et suffisantes pourque S soit un idéal de A dans le cas oit R est nilpotent,

THEOREME 3.8. Soit A wune algébre flexible o puissances associatives.
Malcev-admissible de dimension finie sur un corps K algébriquement clos de
caractéristique zévo telle que le vadical R de A~ soit nilpotent. Pour que une
sous—algébre de Levi S de A~ soit un idéal de A, il faut et il suffit que S ait une
sous—algébre de Cartan Y qui soit nil dans A et gue [R, H] = o.

Supposons que S soit un idéal de A. Alors S est un idéal de A~ et, par
suite [R,S] = o0. D’apres le Théoréme 3.1, S = @ S; ot S; est une sous—
i

algebre simple de A. Si S; n’est pas nil, alors S; doit avoir un élément unité
(ct. [4]), ce qu(i est absurde. Donc S est nil dans A. En particulier H est nil dans
A. Réciproquement, supposons que H soit une sous—algébre de Cartan vérifiant
les conditions du théoréme et soit S, un epace de racine de S pour la racine
7% 0 de H. Il existe alors un élément 2e H telque « (%) 7~ 0. Comme
D;: Sy~ S, est une application surjective, on a S, = [Sq4, 2] = [[S«, #] , %].
D’aprés l'identité des algébres de Malcev on a,

[SouR] = [[[Saah] ’h]:R]
s [[#,R],[#,S4] + [[[R,Sa), 2], 2] + [[[#, R],Sd] , 2] = o.

Donc S est un idéal de A~ et, par suite, R + D est une sous—algébre de Cartan
de A7. Comme H est commutative et nil dans A, on a H2= o. D’aprés
le théoreme 3.7, S est une sous—algébre de A. Donc S est une algébre de
Malcev pour la multiplication de A. Par conséquent S?= [S,S] =S.
Soiten ¥ € R, y,2€ S; onax(y2) = (29) z +) 29)x — 2 (yx) = (yx)z —
— 2 (yx) — x (y2). Donc x(y2) = (y2) x =14 [yx,2] €S, ce qui prouve
que S est un idéal de A
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