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Geometria. — Swlla trasversalita in geometria analitica com-
plessa. Nota di MARTIN JURCHESCU e ALESSANDRO TANCREDI®,
presentata ®? dal Socio E. MARTINELLI.

SUMMARY. — We extend the notion of transversality to complexes of Fréchet modules
and we give a Kiinneth formula for these complexes. Then, using this formula, we study
the cohomology of transversal coherent analytic sheaves.

INTRODUZIONE

Il concetto di moduli trasversali ¢ stato inizialmente usato, nel caso di
moduli di Fréchet sopra un’algebra dello stesso tipo, da R. Kiehl e J.L.
Verdier [5], i quali se ne sono serviti nella dimostrazione del teorema dell'im-
magine diretta di Grauert. Successivamente J. Hubbard [2] ha ripreso lo
studio dei moduli di Fréchet trasversali trattando i moduli delle sezioni globali
di fasci analitici coerenti. In particolare egli, nelle ipotesi che (X, 0x) e (Y, Oy)
siano spazi di Stein su uno spazio di Stein (S, 0s),(X XsY, 0% il loro
prodotto fibrato, # e ¥ fasci analitici coerenti su X e Y, rispettivamente,
e trasversali su S, F* e ¥* le immagini inverse di ¥ e ¥ su X xsY, ha
dimostrato che # (X) e % (Y) sono moduli di Fréchet trasversali su Os (S)
e che risulta #* %DXD* G* (X XsY) = f(X)@@(s)? (Y).

B S

In questo lavoro si estende il concetto di trasversalita ai complessi di
moduli e si dimostra una formula di Kiinneth, di cui sono casi particolari
quella classica per i complessi spazi di Fréchet [1], e quelle per i complessi di
spazi LF [3] e DFS [6]. I risultati ottenuti sui complessi trasversali di moduli
di Fréchet permettono, senza supporre X e Y di Stein, di generalizzare i risul-
tati di J. Hubbard. Si stabilisce invero 'esistenza di una successione spettrale
il cui termine iniziale ¢ dato da una formula nella quale compaiono H (X, &)
e H/(Y,%) e il cui imite &¢ H* (X X5V, 5"*(;@ G¥).

In questo lavoro ci limitiamo a esporre, senza entrare in particolari di-
mostrativi, i principali risultati nel caso Fréchet. In un successivo lavoro
saranno dati i dettagli delle dimostrazioni e ulteriori risultati anche nel caso
della coomologia con supporti.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 aprile 1980.
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I. COMPLESSI TRASVERSALI

Prima di introdurre la nozione di complessi trasversali e i principali
risultati ottenuti, cominciamo col richiamare alcuni fatti sui moduli di Fréchet
trasversali [2].

Sia A un’algebra di Fréchet su C, cio¢ uno spazio di Fréchet su C munito
di un’applicazione bilineare continua A XA — A per la quale A & un’algebra
associativa, commutativa e dotata di unitad. Uno spazio di Fréchet M su C,
munito di un’applicazione bilineare continua AXM —M per la quale & un
A-modulo, si dice un A-modulo di Fréchet.

Sia M un A-modulo di Fréchet; si dice che M & nucleare se & nucleare
come C-spazio vettoriale topologico; si dice che M ¢ libero se ¢ della forma
AC;Z)F, ove F & uno spazio di Fréchet su C.

Una risoluzione libera di un A-modulo di Fréchet M & una successione
esatta L, —M — o0, ove L, & un A-modulo di Fréchet libero per ogni 7 > o;
la risoluzione si dice diretta se &€ omotopicamente banale come complesso di
C—spazi vettoriali topologici.

Si puo dimostrare che ogni A-modulo di Fréchet ammette una risoluzione
libera diretta, unica a meno di omotopie.

Siano M e N due A-moduli di Fréchet e si consideri il morfismo di
A-moduli di Fréchet

definito da » @ e @y > axr ®y —x ® ay. Si indica con M ®a N il conucleo
di d, che in generale non ha topologia separata.

Sia L. —~M -0 una risoluzione libera diretta di un A—modulo di Fréchet
M; per ogni A-modulo di Fréchet N si pone

Tor* (M, N) = H, (L. ®y N) .

Per I'tnicithd, a meno di omotopie, della risoluzione libera diretta la
definizione non dipende dalla risoluzione scelta. Si prova che risulta
T/o\r: (M, N)=M®,N e che, se N & libero, ovvero se ¢ della forma
AQ®F, risulta

~ A M®F per # =20
Tor, (M,N) = ™
, o pet % >o0.

Ricordiamo infine la definizione di A-moduli di Fréchet trasversali: due
A-moduli di Fréchet M e N si dicono trasversali su A se

%) M(;@AN & separato;

i) Tor®(M,N)=o0 per #n>o.
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Si osservi che per A = C la condizione di trasversaliti & banalmente
soddisfatta.

Per i complessi di A-moduli di Fréchet poniamo la seguente

DEFINIZIONE. Siano L* e K° due complessi di A-moduli di Fréchet; si
dice che L e K’ sono trasversali su A se

z) L" e K® hanno coomologia separata; .

7) per ogni ¢,jeZ, ciascun A-modulo di Fréchet Li, Zi (L"),
Bi(L), H{(L") ¢ trasversale su A a ciascun A-modulo di Fréchet
K7,Z7 (K", B/(K"), H/ (K").

La formula di Kiinneth per i complessi trasversali di A—moduli di Fréchet
¢ espressa dal teorema che segue.

TEOREMA 1. Siano L' ¢ K' due complessi di A-moduli di Fréchet
trasversali su A e limitati a sinistra. Si supponga inoltre soddisfatta wuna
delle tre condizioni seguenti

1) A e Ll per ogni i€ Z, sono nuclearsi.
i) A e KI, per ogni je Z, sono nucleari.

iii) Lt e KI, per ogni i, je Z, sono nucleari.
Allora per ogni ne Z ,Hr (L" ®4K") ¢ separato e il morfismo canonico

® Hi(L)®,H/ (K')—H» (L' ®, K"

itj=n

¢ un isomorfismo di A—moduli di Fréchet.

Facendo uso del Teorema 1 e delle successioni spettrali associate a un
complesso doppio si dimostra il seguente
|

TEOREMA 2. Siano L' ¢ K' due complessi di A-moduli di Fréchet a
coomologia separata, limitati a destra e a sinistra, per i quali L' ¢ KI sono
trasversali su A qualungue siano i,jeZL. Se A ¢ nucleare ¢ uno dei

due complessi & costituito da A-moduli nucleari. esiste una successione
spettrale tale che

Ep? = @ Tor®, (HI(L") H/(K")
rt+i=¢

Er = H» (L ®,K") .

Osserviamo che i Teoremi 1 e 2 sussistono anche con dimostrazione
analoga, nel caso di moduli di tipo LF e DFS su un’algebra dello stesso tipo.
Per A = C le condizioni di trasversalita sono banalmente verificate e il
Teorema 1 fornisce allora le formule di Kiinneth nel caso Fréchet [1],
LF [3] e DFS [6].
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2. FASCI TRASVERSALI

Siano (X, 0x) e (Y, Oy) spazi analitici complessi di dimensione finita a
base numerabile e sia (S, 0s) uno spazio di Stein. Dati i morfismi di spazi
analitici ¢: X —S e ¢:Y —S, sia XXsY il prodotto fibrato di X e Y
su S e siano m e T le sue proiezioni canoniche su X e Y rispettivamente.
Se & & un fascio analitico coerente su X e ¢ un fascio analitico coerente
su Y, poniamo F* =¥ F ,G* = 1*F 0% = n* Ox = v Oy = Ox ;v .

Considereremo sugli spazi vettoriali delle sezioni su un aperto (risp. dei
germi di sezioni in un punto) di un fascio analitico coerente le topologie cano-
niche di spazi di Fréchet nucleari (risp. DFS nucleari).

- DEFINIZIONE. 1 fasci & e & si dicono trasversali su S nel punto
(x,y) di XXs¥Y se risulta T/o\rfs" (F,,9,) =0 per ogni »>o0, ove
s=o ) =9(¥). I fasci F e ¢ si dicono trasversali su S se sono trasversali
su S in ogni punto di XXsY.

Prendendo ricoprimenti numerabili di X e Y costituiti da aperti speciali

si costruiscono complessi di Cech per i fasci & e & che soddisfano alle con-
dizioni del Teorema 2 e si dimostra il seguente

TEOREMA 3. Seifasci F ¢ G sono trasversali su'S e se gli spazi HH(X , F)
e HI(Y,9) sono separati per ogni i,je€N, esiste una successione spettrale
tale che
Ef'= @ Tor’s®(Hi(X,#),Hi(Y,9)

i+i=q

En :‘H"(XXSY, g;‘*@g*) .
. 0%

Concludiamo questa nota enunciando alcune conseguenze del Teorema 3.
i

COROLLARIO 1. Se HY(X, #) ¢ H/ (Y, 9) sono trasversali su O (S) per
ogni ©,jeN ,(7,7) #(0,0), esiste un isomorfismo per ogni ne N

® Hi(X, ﬂ)@@s H/(Y,9) ~ H*(X xs Y, F* @ 9%,
s(S) o*

ttj=n

Osserviamo che, se si suppone che S sia ridotto a un punto e abbja C per
fascio strutturale, le condizioni di trasversalitd sono banalmente soddisfatte
e si pud ottenere la formula di Kiinneth per la coomologia a valori in un fascio
analitico coerente [4].

COROLLARIO 2. Se H(X, F) ¢ HI(Y,9) sono nulli per ogni i > 0
Jj >o, allora ’

7) Hn(Xst,?*%?ﬂ:o per ogni n >o;
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i) F(X) e G(Y) sono trasversali su Os(S) ¢ F*QF*(XXs¥Y)=
0*

= F(X) ® 9(Y).
0s(S)
Il corollario precedente si applica in particolare quando X e Y sono
spazi di Stein come in [2].
Dal Teorema 3 segue ancora, quando Y =S e ¢ = id, il seguente

COROLLARIO 3. ZKsiste una successione spettrale tale che
E3? = Tor™s™ (He (X , ), 4 (Y))

Er =H*"(X,F ® ¢*¥9).
" @X

Se, nel corollario precedente, si suppone anche H?(X, #) =0 per ogni
g > o, allora risulta H* (X, # ® ¢*%)=o0 per ogni z > 0; inoltre & (X)
Ox

e 9 (Y) sono trasversali su Oy (Y) e F @ ¢*%(X) = F (X) ® 4 (Y).
Ox Ox(Y)

Per & = 0x si ottiene d’altra parte una caratterizzazione della coomo-
logia dell'immagine inversa.
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