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Geometria. —  Fibrati vettoriali con curvatura semidefinita e 
annullamento della coomologia. N ota  di G iu l ia n a  G ig a n te ,  presen
ta ta  <*> dal C orrisp. E . V e s e n t in l

Summary. — Given a compact Kahler manifold M and a holomorphic vector bundle 
F on M, with negative semi-definite curvature, a general cohomology theorem is established. 
The non-Kählerian case is discussed.

I F ibrati lineari olomorfi su varietà di Kähler

Sia M una varietà kähleriana com patta di dimensione n >  o e sia F un 
fibrato lineare olomorfo su M. Sia Q27 (F) il fascio dei germi delle p -form e 
olomorfe su M a coefficienti in F.

U n  noto teorem a di K odaira dice che, se alla classe di Chern reale di 
F (Vr (F)) appartiene una form a y  la cui forma herm itiana associata è definita 
negativa in ogni punto di M (in simboli, y  <  o), si annullano i gruppi di coo
mologia H q (M , O0 (F)) per q < n  — 1.

Questo risultato è stato generalizzato in due differenti direzioni.
In  [1], Y. Akizuki e S. N akano hanno dim ostrato che, se y  <  o, allora 

H 5 (M , QP (F)) =  o per p  +  q <  n — 1.
In  [7], E. Vesentini ha provato che se, in ogni punto di M la forma her

m itiana associata ad y  è semidefinita negativa (in simboli, y  <  o) con rango r, 
cioè con almeno r  auto valori negativi, allora

1 H ff(M , O0 ( F ) ) =  o e H ° ( M ,  Q ( F ) ) - = o  per q < r  —  1.

Si è posta dunque la questione se un risultato analogo a quello di A kizuk i- 
N akano vale in questo caso.

R ispondiam o a tale questione ed enunciamo alcuni altri risultati, i cui 
dettagli dim ostrativi appariranno in un lavoro attualm ente in corso di stam pa.

U tilizzando la  disuguaglianza di A kizuki-N akano ([3]) dim ostriamo il

Teorema. Se y  ■<. o con rango r in ogni punto di M, allora 

H q (M , O27 (F)) =  o per p + q < r — 1.

Come applicazione del suddetto teorem a si ottiene la seguente generaliz
zazione del teorem a di Lefschetz sulle sezioni iperpiane.

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1980
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Sia S una sotto varietà analitica non singolare di codimensione 1 nella 
varietà kähleriana com patta M. Il divisore S sia tale che c& (S) contenga una 
forma y  >  0 di rango r. Se p* denota l’operatore di restrizione 
p* : H s (M , C) —► H* (S , C) allora

p* è un isomorfismo per s f i r  —■ 2 , e 

p*_i è iniettiva.

2. Caso generale

Nel caso in cui M è una varietà herm itiana compatta, non necessariamente 
kähleriana, otteniam o risultati di annullam ento per la coomologia di M a 
coefficienti non in F m a in potenze tensoriali di F.

L ’ostacolo al risultato di annullam ento della coomologia a coefficienti in 
F è determ inato dal fatto che nel caso non kähleriano non vale la disugua
glianza di Akizuki—N akano come si dim ostra con il seguente esempio.

Sia P2 il piano proiettivo complesso e sia T  il fibrato tangente olomorfo 
su P2. Sia PT il fibrato su P2 con fibra Pj costruito assegnando ad ogni punto ^  
di P 2 lo spazio proiettivo complesso dei sottospazi di dimensione 1 della fibra 
T x di T e sia LT il fibrato lineare su PT ottenuto assegnando ad ogni punto 
di PT, che è una re tta complessa in una fibra di T, la retta complessa stessa 
(per tale costruzione vedi ad esempio [5]). Si trova una m etrica herm itiana, 
non di Kahler, su PT ed una m etrica herm itiana sulle fibre di (LT)“1 tali che 
la disuguaglianza di A kizuki-N akano non è soddisfatta dalle ( 0 , 1 )  forme 
armoniche su PT a coefficienti in (LT)"1.

Il seguente risultato di annullam ento nel caso non kähleriano in parte 
già conosciuto (vedi [2], dove gli autori utilizzano risultati sulla ^-convessità 
di F), si ottiene partendo dall’espressione locale dell’operatore di L aplace- 
Beltram i ed usando un lemma sulle forme hermitiane, dovuto a E. Calabi [4].

Teorem a. Sia  F un fibrato lineare olomorfo su una varietà hermitiana 
compatta SA. Sia  B un fibrato vettoriale olomorfo su M. Se £r (F) contiene una 
form a y  la cui form a hermitiana associata ha almeno n —* k% autovalori positivi 
e autovalori negativi in ogni punto di M, allora HA(M , F 11 (x) B) — o per 
(i, >  o , q f i  kx , • • •, .

3. F ibrati vettoriali olomorfi

I risultati di annullam ento enunciati in 1 e 2 si generalizzano a fibrati 
vettoriali olomorfi e con fibra Cr (r >  1). Denotiamo con 0 il tensore di cur
vatura della m etrica herm itiana h sulle fibre di E. Se M è di Kähler e se, per 
ogni ( e C -  {0} la forma quadratica nella variabile f i e  Cn : 0 (Ç , fi) — 
=  CP V ^  è semidefinita positiva (risp. negativa) di rango k in
ogni punto di M, allora

H q (M , Qp (E)) =  0 se p  f i  q > 2  n fi- r -— k (risp. p  f i  q fi, k —-r)
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Iti generale, se M è una varietà herm itiana com patta e se per ogni Ç e Cr — {0} 
la form a 0 ( £ ,* / ] )  ha in ogni punto di M almeno n — k% auto valori positivi 
e kx auto valori negativi, allora per ogni fibrato vettoriale olomorfo B su M 
si ha: (M , E © B) .=  o p, > o , q f i  kx , • • •, k2 , dove E denota la
(x-esima potenza tensoriale sim m etrica di E.

Nel caso di semidefinitezza negativa in «senso forte» cioè <  o
per ogni T^e Cnr, p , <7 =  1 , 2 , • • •, r\ i , j = i , 2 , ' - - , n  in ogni punto di 
una varietà di K ähler M, si ottiene il seguente

Lemma. Se <p è una (o , fi) —■ o (j>, o) form a armonica su M a coefficienti 
in E  si ha <p A 0 =  o.

Dalla suddetta condizione segue il

TEOREMA. Se © è semidefinita negativa in senso forte di rango 
k (o <  k <  nr) in ogni punto di M, allora

H ° ( M  , QP(E)) =  o e Hp (M , 0 ° (E)) =  o per p  < k  —  ( r — i ) n .
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