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Analisi matematica — Problemi di evoluzione in spazi metrici
e curve di massima pendenza. Nota di Ennto DE Giorci, ANTONIO
Marino e Mar1o TosQues, presentata ® dal Corrisp. E. D G1ioraI.

SUMMARY. — In this note a definition of ‘“ Maximal decreasing curve’’ is given, which
extends the usual notion of solution of an evolution problem of the type, for example, of the
heat equation.

This definition seems the right one in order to study many limit cases of evolution pro-
blems which have been settled only in the convex case.

INTRODUZIONE

Nello studio della I'-convergenza e della G—convergenza ha grande in-
teresse il collegamento fra la I'-convergenza di funzionali e la convergenza
delle soluzioni delle equazioni di evoluzione associate ad essi. Anzi i primi
risultati sulla I'-convergenza di funzionali quadratici di-tipo ellittico furono
ottenuti attraverso lo studio delle corrispondenti equazioni di evoluzione
(cfr. [1]). Successivamente la teoria della I'-convergenza ha avuto un notevole
sviluppo e molti risultati sono stati ottenuti, ai quali non & stato possibile,
fino ad ora, associare analoghe proposizioni riguardanti le equazioni di evo-
luzione (cfr. [2], [3], [4]). Cio sembra dovuto, almeno in parte, alla mancanza
di una nozione abbastanza generale di problema di evoluzione. Lo scopo di

. questo lavoro & appunto quello di cercare una impostazione opportuna di
questo problema, studiando alcune possibili definizioni generalizzate di esso.

Per questo vengono anche studiate alcune proprietd delle soluzioni e
vengono forniti alcuni teoremi di esistenza locale.

Le dimostrazioni saranno esposte, con uno studio pilt approfondito, in
successivi lavori.

§ 1. Curve di massima pendenza in spazi metrici.

Nel seguito consideriamo uno spazio metrico X con metrica & ed una
- funzione f: X — R U {+ oo} semicontinua inferiormente.

Vogliamo anzitutto associare ad ogni elemento # di X un numero di
R U {4 oo} che, nel caso in cui X sia R" ed f sia differenziabile coincida con
il modulo del gradiente di f in .

(*) Nella seduta dell’8 marzo 1980.
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DEFINIZIONE 1.1. Sia # di X tale che f (%) <+ co. Diciamo « pendenza
discendente di f in #» il numero

‘max {o, max lim Z— f(%> _f@) se # non & isolato in X
V| 2 = vou  d(u,v)
’0 se # ¢ isolato in X.

Vogliamo ora considerare una curva in X, che nel caso in cui X sia R?
ed f sia differenziabile, coincida con la soluzione dell’equazione

U' = —grad f (U)

DEFINIZIONE 1.2. Sia I un intervallo contenuto in R aperto a destra.
Diciamo che una curva U:1—X ¢ una «curva di massima pendenza
puntuale (discendente) per f» se

‘@) U & continua

6) foU & monotona non crescente ed foU (¥) <+/oo se t€l,
t>inf I

¢) max lim d@¢+7,0@)

ot T

con foU () <+ oo

< |V U@ se t€l

d) max limeU(j+T) fOU@)

T—ot T

con foU(f) <+ 0.

— (| Vf| U(z‘))2 se t€l

Consideriamo ora un altro tipo di curva che si evolve sul grafico di f
seguendo, in certo senso, la direzione di massima decrescenza di f. Vedremo,
infatti, che per l'esistenza di tali curve sono necessarie in generale condizioni

meno restrittive di quelle che occorrono per I'esistenza di curve di massima
pendenza per f.

DEFINIZIONE 1.3. Indichiamo con &;: X XR — R U {- oo} la funzione
cosi definita:

7',’ se 7 >f(v)
G (v,7) =
! - (+oo se 7 <f(v).

In XXR consideriamo la metrica 3 ((v;,7;), (z:,7y) = {d (211 ,0)?t +
+ ot

Osserviamo che una curva di massima pendenza puntuale per %; in
X XR ¢ in ogni caso lipschitziana di costante 1.

13 — RENDICONTI 1980, vol. LXVIII, fasc. 3.
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TEOREMA 1.4. Sia U:1 — X wuna curva di massima pendenza puntuale
per f, assolutamente continua e tale che foU sia finita in 1.

Allora esiste un intervallo ] aperto a destra ed esiste §: J—1 non de-
crescente, surgettiva e tale che, posto

Vi =Ud@) , REO=¢E—s+ /U

la curva (V' , R) sia di massima pendenza puntuale per 9; ed fol sia mo-
notona non crescente. Inoltre se folV & continua R = foV.

TEOREMA 1.5. Sia J un intervallo aperto a destra e sia (V ,R): ] - X XR
una curva di massima pendenza puntuale per 9;, tale che foV sia monotona
non crescente ¢ R (s) = foV (s) per almeno un s di J.

Allora esiste un intervallo 1 aperto a destra ed esiste ¢:1 — ] stretia-
mente crescente, tale che la curva U = Vob sia di massima pendenza pun-
tuale per f e assolutamente continua ed foU sia finita in 1. Inoltre se
foV =R allora foU é continua.

Osserviamo che se (V/, R) & di massima pendenza puntuale per ¢, allora
la non crescenza di fol” & equivalente alla proprieta:

Se, per so, R (sq) >foV (so) , allora:
V()= V{(sy), R()=R(so) — (s —50) in un intorno di s, .

E anche molto utile la seguente nuova definizione.

DEFINIZIONE 1.6. Sia I un intervallo di R, con parte interna non
vuota. Diciamo che una curva U:I —X & una «curva di massima pen-
denza (discendente) in media per f» se:

@) U & continua

| B) foU(t) <+ oo se tel con¢>infl

) d(U(tz),U(tl))SIIVf[U(T)d'r se 4, <t in I

]
d) foU (t) —foU(t) S—“f(l VA U(®))2dr se 4, < in L
: t

Con i Teoremi (1.7) ed (1.8) confrontiamo ora le definizioni (1.1) ed (1.6).
TEOREMA 1.7. Sia U:1 =X una curva in X. U ¢ di massima pendenza
in media per f se ¢ solo se

a) U é continua ed inoltre ¢ assolutamente continua in {¢t|t€l,
t > inf 1}
8) foU & monotona non crescente ed foU (f) <+ 0o se t>infl
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dU¢+7,U®)

¢) lim - = |Nf\U@) per quasi ogni ¢ di 1
T—>0F

2 1im 22Y <"+2"f UG (| U@ per quasi ogni ¢ di 1.
T—>0%

TEOREMA 1.8. Se U ¢ di massima pendenza puntuale ed assolutamente
continua essa é di massima pendenza in media.

Se U ¢ una curva di massima pendenza in media per f e se |Nf| U (f)
¢ semicontinua inferiormente allova U é di massima pendenza puntuale per f.

§2. Alcune proprieta generals.

TEOREMA 2.1. (Composizione con funzioni monotone).

Sta U : 1 —X una curva di massima pendenza in média per f. Siay:J—~R
non decrescente definita nell’intervallo | aperto a sinistra contenente fo U (I).
Supponiamo che

sta integrabile su ogni [a, ] contenuto in 1

: I
(2.2) ®d ) (f°U(t))\
DY) (foU®) sia diversa da + oo per almeno un t di 1.

Allora esiste &: 1, — 1 crescente tale che U, = Uod sia una curva di
massima pendenza in media per yof. Inoltre U, e U hanno la stessa immagine.
(57 ¢ indicato con (D~¥) (x), la derivata superiore sinistra di v in x di J).

Osserviamo che le ipotesi (2.2) sono verificate se vale uno dei seguenti
fatti

@) v lipschitziana e o < ¢, <y’ < ¢, per opportune costanti ¢; e ¢,

b) _;, integrabile sui compatti di J e |Vf| U () =¢ > o.

TEOREMA 2.3. (Criterio di comtinuita e monotonia di foV).
Supponiamo che f soddisfi alla seguente ipotesi:

per ogni uy di X esiste un suo intorno U ed esiste R (-, uy): U —R
tale che

(2.4) S (o) Zf () —(INfluw)d (u,ug) —R (w,u) se ueU
con f(u) <+ oo
ed il lim R (u,u) =

U—>tUp .

Allora se (V' , R) ¢ di massima pendenza puntuale per 9; ¢ se R (so) =
= foV(so) st ha che R(s) =foV(s) se s€ ][5, + ool.
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Notiamo che tutte le funzioni continue in X soddisfano la (2.4).
Se poi X ¢ uno spazio di Hilbert ed f ad esempio & convessa la (2.4) ¢
ancora verificata.

TEOREMA 2.5. (Criterio di pendenza finita lungo la traiettoria).
Supponiamo che [ soddisfi alle seguenti ipotesi:

per ogni uy di X con f(u,) < + 00, esistono § >0 ea w:[0,28[ >R
non decrescente, continua con le proprietd

f@) =/ —(Vf1w)dw,v) —o(d@,2)d@«,v)

(2.6) se u,v€B (u,d) e f(u) <+ oo,
3&@ ¢ integrabile in [o, 3.

Allora, se (V,R):[o,B[—>XXR & di massima pendenza per 9; ¢ se
R () =folV (), s ha:

Q) R—fol

6) INfIV(s) ¢ limitata su ogni [a,b]< Jo, B[

¢) Lm | Vf|V(s)=|Vf|V(s) per ogni sy di [«,B]

88y

foV(s0+Gz~*foV(So) < (fol)4(so) se So€la, B[.

4) max lim
6—>0"

Osserviamo che le ipotesi (2.6) sono certamente verificate se X ad esempio
¢ di Hilbert ed f ¢ la somma di una funzione convessa e di una funzione
di classe "% (X) (x> o).

§ 3. | Teoremi di esistenza.

Consideriamo ora alcune condizioni sufficienti ad assicurare I'esistenza
di una curva di massima pendenza in media per ¢; o per f.
TEOREMA 3.1. (Esistenza).
Supponiamo che:
@) la restrigione di f a {u|f (u) <-+ o0} sia continua
by f sia «localmente coercivar cioé:
Der ogni o >0, per ogni ¢ reale ¢ per ogni w di X con f(u) < -+ o0,
B, {w|f®) <c,veX} sia compatto.
¢) per ogni u di X con f(u) <+ o0, il
min lim | V]2 > |Vf]|«.
v—=>U
f@=<rfmw
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Allora per ogni uy di X con f(1y) < -+ co esiste U: [0, T[ — X di massima
pendenza in media per f tale che U (0) = u,.
Diamo ora un teorema di esistenza applicabile ad una larga categoria di

funzioni non necessariamente continue e contenente ad esempio la somma di
funzioni convesse e di funzioni di classe €.

TEOREMA 3.2. (Esistenza).

Suﬁfoniamo che f abbia le seguenti proprietd

@) f sia localmente coerciva

b)  per ogni uy di X con f(ug) <+ oo, esistono un intorno U di u,
ed w: U XU — R continua tali che f (v) = f () — (| Vf | + @ (u,2)) d (u, v)
se w,veU ¢ f(u) <+ 00 o(u,n)=o0.

Allora per ogni wuy di X con f(uy) <-4 oo esiste una curva U:[o,T[ >X
di massima . pendenza puntuale per f, assolutamente continua tale che
U@©) =uy ed foU sia continua.

§ 4. Equazioni di evoluzione in spazi di Banach.

Diamo’ ora alcuni teoremi relativi alle curve di massima pendenza in

media in spazi di Banach. :
Nella nozione di curva di massima pendenza rientrano le curve consi-

derate da vari autori come soluzioni di alcuni tipi di equazioni di evoluzione

(ad esempio cfr [5]) e la definizione di sottodifferenziale e di gradiente di cui
ci serviamo comprendono quelle da essi usate.

‘Sia X uno spazio di Banach sul corpo reale uniformemente convesso

con norma differenziabile e tale che la norma duale di X’ sia strettamente
convessa.

Ricordiamo, infine, che consideriamo funzioni f:X —RU {4 oo}
semicontinue inferiormente.

DEFINIZIONE 4.1. Sia # in X con f (#) <+ oo. Diciamo che ¢ f & sotto-
differenziabile in % se esiste un « in X’ tale che

min limf@)_f(%)_~<m’v—_u> =>o0.
v—>U ”‘U‘—%” -

Diciamo sottodifferenziabile di f in %, Pinsieme di tali « e lo denominiamo
con 9~ f (u) .

Se @ f(#) ¢ T'elemento di minima norma di 9~ f (%), diciamo gradiente
di f in u il vettore grad f (#) definito dalle proprietd

(oo frgradf (@) =2 f@IF , lgradf@ll =13 /@l

inoltre conveniamo che {[grad f (w)|| = 4 o0 se o= f (u) = @ .
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DEFINIZIONE 4.2. Diciamo che f appartiene alla classe 2" (X) se per
ogni #, di X con f (#,) <-+ 00, esistono un intorno U di #%, ed una funzione
continua « : UxU — R tali che

Ff () >fu) + (o, v—uy—o@m,v)||v—ul

se #,veU con f(u) <+ o0 e se a €3 f(u) ed o (u,u)=o.

OSSERVAZIONE 4.3. Sia f debolmente semicontinua inferioremente. Con-
siderate le seguenti proposizioni:
) e (X)
B) |lgradf («)| & semicontinua inferiormente in {« | f (%) <+ oo}
) | Vflu=llgradf ()] per ogni u con f (i) <+ oo
allora «) > ) = ).

OSSERVAZIONE 4.4. Se U:1 — X ¢ di massima pendenza puntuale od
in media per f e se vale la y) allora si ha che:

(4-5) U@ =—gradf(U®) , (fU@)s=—lgradf (U@
per quasi ogni # di I.
TEOREMA 4.6. (Esistenza).
Supponiamo che:
a) f sia localmente coerciva
6) fext (X)
Allora per ogni uy di X con f (uy) <+ 00, esiste U:[o,T[—X (T >o0) di

massima pendenza puntuale per f, assolutamente continua con U (0) = u, e tale
che per quasi ogni t esistono U, (¢), gradf (U (t)) e per tali t valgono le (4.5).
. Infine nel caso in cui X abbia dimensione finita le (4.5) valgono in tutto
[o,T].
TEOREMA 4.7. (Composizione con funzioni monotone).
Supponiamo che f soddisfi alle a) ¢ b) di (4.6). Se uye X e f (uy)<-+ o0,

sia J un intervallo aperto a sinistra contenente f (ug) e sia y:J —R una fun-

. r . .
zione non decrescente con a integrabile su [. Inoltre o non appartenga a
= f (ug) .

Allora ek‘vz'ste una U:[o,T[—X (T >0) assolutamente continua tale
che per quasi ogni t esistono U, () e grad (yo ) (U @) e si ha:

Uy (8) = —grad (y of) (U &) per quasi ogni ¢t di [0, T|[
U (0) = u,

(yofoU)s (&) = —|| grad (oF) (U@ IE per quasi ogni t di [o,T[.

In particolare U ¢ di massima pendenza in media per yof.
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