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Logica matematica. — Swlla classe delle Y—algebre esistenzial-

mente chiuse. Nota di Francesco Lacava @, presentata * dal Socio
G. ZAPPA.

SUMMARY. — In this paper some properties of the class of existentially closed E.-algebras
are studied.

In [3] ¢ stato dimostrato che la classe delle L-algebre esistenzialmente
chiuse non ¢ assiomatizzabile. Nel presente lavoro vengono studiate alcune
sottoclassi della classe delle ¥.~algebre esistenzialmente chiuse. In particolare
si dimostra che le classe delle L.—algebre infinitamente generiche (F-generiche)
e delle L-algebre finitamente generiche (f-generiche) sono disgiunte.

Per le proprietad elementari delle L-algebre e per le notazioni qui usate
rinviamo il lettore a [4]; per le questioni generali di teoria dei modelli pud
invece consultare {1] o [2].

DEFINIZIONE 1. Una k-algebra o7 si dice completamente archimedea se,
per ogni x € B 2 A tale che la L-algebra generata da x & una L—catena archi-

\

medea, & (x), cioé l'estensione di A mediante x, ¢ ancora archimedea.

PRrROPOSIZIONE 1. Sia x€A ¢ sia & —— IIC; con C; L—catene. Allora x
genera una Y.—catena se ¢ solo se x o x' appartiene a O Iy oppure x (i) =1
con t€ R, per ogni i.

Dimostrazione. Vedi [4] e [6].
~ PrROPOSIZIONE 2. Sia o/ —— IIC; wuna Y—algebra. A & completamente
archimedea se ¢ solo se I & archimedea ¢ per ogni x€ o |R(x)| < N, .

Indichiamo con Ay, la classe delle L-algebre completamente archimedee.

Sia T la teoria nel linguaggio delle X.—algebre generata dai seguenti assiomi:
D) I (1) x =) |
2) Vx Iy (ny =x) : per ogni z>1
3) Vx(x>oh2x=x—->Fy(y=yA0< y<x)).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo Nazionale per le Strutture
Algebriche e Geometriche del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’8 marzo 1980.

(1) Indichiamo con R (x) il codominio di x.
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LEmMA 1. Sia oZ € A O Mod (T) ¢ sia o = 1IC;. Fissato c€C; per
ogni x €A esiste yz€ Ba tale che:

o se x({@)Fc

¢,
Yz (2) = » ) .
I altriments .

Dimostrazione. Possiamo supporre, senza perdere di generalita, C; = R,
per ogni 7 (vedi [6]). Sia x € A. Poiché |R (x)| < N, possiamo considerare
z=min{s€R (x):#>¢}. Sia c<m/n <z clot (m[n) +2=1 e (m[n) +
+ ¢ 1. Sia s un intero positivo tale che s[x-+ (#/#)'] € Ba. Posto
ay = [s (x + (m[#))'] si ha:

I se x(2)>¢
@ (7) = ‘ " _
2 ¢} se x()<c.

Allora (az + a;,)’ & l'elemento cercato.

LEMMA 2. Siz o € A0 Mod (T), sia 6€ By ¢ sia Cp = {c€ R, : esiste
x €A tale che y53=>b}. Allora C, ¢ una Y.—catena esistensialmente chiusa nella
classe delle Y.—catene.

Dimostrazione. Immediata dalla assiomatizzazione della teoria delle
t.—catene esistenzialmente chiuse fornita in [5]. '

LEMMA 3. Siz o/ € Ay () Mod (T). Sia x€ A e be By con b< 5, c€R,.
Allora esiste z€ A tale che v, =b ¢ y; = b,

Dimostrazione. Basta porre z = (¥’ + &Y.
p

Indichiamo con &% la classe delle L-algebre esistenzialmente chiuse.

TEOREMA 1. 7€ Ap N &y se e solo se o € Ay, O Mod (T).

Dimostrasione. Sia Z ¢ (% ; a,,- -, a,) una formula esistenziale a para-
metri in o/ soddisfatta in una estensione di 7. Possiamo supporre, senza
perdere di generalita, che ¢ (Z; ay, -, a,) sia della forma:

tO(—x_;aly"' a’n) :O/\tl(ﬁ;dlf":an)#o/\"'/\\tk(—'i;dl)"'yan)io'

Poiché & € Ay allora & (—— R}. Definiamo in I la seguente relazione di
equivalenza:

i~j seesolose (4@, a,@) = (@), a ()

e indichiamo con I,,---, I; le classi di equivalenza.

Sia C, la L—catena divisibile (vedi [5]) generata da {a (), -, @, (?)]
con i€l,,h=1,-+-,s.
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Sia « la seguente formula a parametri in R;:
k s
Iy, - 3—-’51@,/\1 (,/\lto@ji;éh(i) vt @ (2) =0 A
j=1 \i=

A (i\:/f" @ji;a (@), -, an (©)) ;60)) :

Per le ipotesi fatte « & vera in Ry, quindi per ogni 7,1 << 7 << £, esiste un
r=r(j),1 <r(j)<s tale che la formula: '

e (1 &5 0y (7 () 8 (P (D) = O N5 (E3 a0 (1)), + > @ ( (7)) 5 )

¢ vera in R, e quindi in C,;. Indichiamo con b, l'elemento di C,; che
soddisfa la formula. Per ogni altro ¢ diverso da {r(j)};1,....x la formula
(@0 E), -, a,¢) =0) & vera in R; e quindi in C;; indichiamo con
b; tale soluzione in C;.

Consideriamo ora I'elemento ¢ € R! tale che:

| By s () =2

¢(Ip) = , L
b, con 7€l altrimenti.
Per i lemmi precedenti ¢€ A e chiaramente soddisfa 3% ¢ (T; ay, -, a,).
Il viceversa & immediato.

2. Indichiamo adesso con %3 e Fy rispettivamente le sottoclassi di &y,
delle L-algebre F—generiche e delle L-algebre f~generiche. Sia { la seguente
formula:

Vidy(y =2y Ay<2iAVz(z=22AN2<x)—2<y).
Allora si ha il seguente:

LEMMA 4. Se o ¢ una Y.—algebra archimedea allora o/ = .

Dimostrazione. Sia x € A. Poiché &/ & archimedea esiste # > o tale che
nx' € By. Posto y = (rzx”) si ha che (nx") <x e preso 2€ Ba con 2z <<x si ha
2 > 2', quindi 2’ > nx', cioé z < (nx')".

PROPOSIZIONE 3. Sia & wuna Y—algebra esistenzialmente chiusa non
archimedea. Allora <7 == .

Dimostrasione. Sia x un elemento di A non archimedeo e supponiamo per
assurdo che esista 4 € By -con & < x’ e massimo rispetto a tale condizione.
Sia I, I'F—ideale generato da x e sia f: & — /I, 'omomorfismo naturale.
Consideriamo ora la E-algebra B = &/ X &I, e sia j: A — B definita da
7 () =, f(®). jé& chiaramente una immersione di & in #. Sia ora y la
formula esistenziale a parametri in A:

Wy <sAy=2yANy>¥).
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Tale formula non & soddisfatta in & per la definizione stessa di 4. Mostriamo
che P'elemento (6,1)€ B soddisfa y. Infatti: (6,1)<;j(x) =, f (&) =
= (&', 1); ovviamente 2 (6,1) = (4, 1). Facciamo vedere che (6,1)> ;(4) =
= (&, f(8)). A tale scopo basta far vedere che f(4) < 1. Supponiamo f (&) = 1.
Allora &' €1, ciot¢ &' < mx. D’altra parte & <z’ ciot &' > x quindi &' > nz,
assurdo. Quindi vy ¢ soddisfatta in & da (4, 1) e qumdl &/ non ¢ esistenzial-
mente chiusa contro l'ipotesi.

LeMMmA 5. Sia oA€Yy, Allova A é non archimedea.

Dimostrazione. Sia & archimedea e sia & una estensione di & non
archimedea. Sia C€ ¥y e # > C. Allora & < C, ma cio ¢ assurdo perche,
per il Lemma 4, &/ = ¢ mentre, per la Proposizione 3, C i {.

LEMMA 6. Sia e Fy,. Allora o/ ¢ archimedea.

Dimostrazione. Sia C una condizione che forza T1d (@)= TIy(y=2y3A
Ny<ahVz((z=22Nz=<a)—>z=<y)). Mostriamo che CU {(» + 1) a = na}

N

per 7z opportuno & ancora una condizione.

Sia ¢ (ay, -, ay) la congiunzione delle formule che compaiono in C,
con a;, -+, a,€A. Consideriamo la formula Ix; ---, Ix, 0 (a1, -+, x,,).
Chiaramente &/ =3x,,---, v, ¢(x;,++, %) € quindi (vedi [3]) L, =13, --
«o Iy @ (4, ¢, 4y), cloe esiste un intero positivo 7 tale che CU {(% + 1)
@ = na} & ancora una condizione e quindi & forza {. Allora &/ ¢ archimedea
per la Proposizione 3. '

TEOREMA 2. Fp NGy = 3.

Dimostrazione. Immediata dai Lemmi 5 e 6.
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