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Logica matematica. — Sulla  classe delle lu-algebre esistenzial­
mente chiuse. Nota di F r a n c e s c o  L a c a v a  <*>, presentata <**> dal Socio 
G . Z a p p a .

SUMMARY. ■—  In this paper some properties o f  the class o f  existentially closed L-algebras 
are studied.

In [3] è stato dimostrato che la classe delle D-algebre esistenzialmente 
chiuse non è assiomatizzabile. Nel presente lavoro vengono studiate alcune 
sottoclassi della classe delle D-algebre esistenzialmente chiuse. In particolare 
si dimostra che le classe delle D-algebre infinitamente generiche (F-generiche) 
e delle D-algebre finitamente generiche (/-generiche) sono disgiunte.

Per le proprietà elementari delle D-algebre e per le notazioni qui usate 
rinviamo il lettore a [4]; per le questioni generali di teoria dei modelli può 
invece consultare [1] o [2].

D efinizione  i. U na D-algebra sd si dice completamente archimedea se, 
per ogni x  e B ^  A  tale che la D-algebra generata da x  è una D-catena archi­
medea, <sd (.x), cioè l’estensione di A mediante at, è ancora archimedea.

P roposiz ione  i. Sia x £  A e sia sd <—  ̂ I IQ  con C* \^-catene. Allora x  
genera una lL—catena se e solo se x  o x  appartiene a fY«/a oppure x  (i) =  t 
con t e R-! per ogni i .

Dimostrazione. Vedi [4] e [6].

P roposizione 2. Sia sd (—  ̂ I IQ  una lL-algebra. sd è completamente 
archimedea se e solo se <sd è archimedea e per ogni x  e <sd | R (x) | <  (1).

Indichiamo con A £ la classe delle D-algebre completamente archimedee.
Sia T la teoria nel linguaggio delle D-algebre generata dai seguenti assiomi:

1) 3x  ((n —  1) x  =  x')

2) Vx 3\y {ny — x) per ogni n >  1

3) \fx (x >  o A 2 ^  =  x  ->■ 3y  (2 y  =  y  A 0 <  y  < x)) .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo Nazionale per le Strutture 
Algebriche e Geometriche del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’8 marzo 1980.
(1) Indichiamo con R (x) il codominio di x.
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Lemma i. Sia  e AÈ H Mod (T) e sia sé (—^ IIQ . Fissato c g C ì per 
ogni x  G A  esiste ^ e B A tale che\

y l  (0  =
0

1

se x  (i) c 

altrim enti.

Dimostrazione. Possiamo supporre, senza perdere di generalità, =  Rx 
per ogni i  (vedi [6]). Sia x g  A. Poiché | R ( # ) |  <  possiamo considerare 
z =  min {t G R (x) : t >  e}. Sia c <  m\n  <  z  cioè ([mjn)' +  z  =  1 e (min)' +  
F c = £ i .  Sia s yn intero positivo tale che s [ x ( m i n ) ' ] ' G BA. Posto 
a%= [s (x +  (min)')']' si ha:

se x  (i) >  c 

se # (f) <  c .

Allora (ax +  axl) è l’elemento cercato.

4(0  =
f O

Lemma 2. Sia sé g A fc O Mod (T), sia b g Ba e sia Cb =  {c g Rx : esiste 
x  G A  tale che y cx >  b}. Allora Cb è una ì^-catena esistenzialmente chiusa nella 
classe delle 11—catene.

Dimostrazione. Immediata dalla assiomatizzazione della teoria delle 
L-catene esistenzialmente chiuse fornita in [5].

Lemma 3. Sia sé g A£ n  Mod (T). Sia x  e A e b g Ba con b < y x , £ e Rx . 
Allora esiste z g A  tale che y \  =  b e y \  =  b'.

Dimostrazione. Basta porre z =  (x +  b')'.
Indichiamo con la classe delle L-algebre esistenzialmente chiuse.

TIeorema i . sé G At, se e solo se sé  e O Mod (T).

Dimostrazione. Sia 3x 9 (x ; a1 , • • •, an) una formula esistenziale a para­
metri in sé  soddisfatta in una estensione di sé. Possiamo supporre, senza 
perdere di generalità, che 9 (ir ; a2 , •• •, an) sia della forma:

to (x , a i , • a 0A/1 (x , ax , • • •, a t2- o A * * * A 4  (x > > * * * > &yì) v~ o ♦

Poiché sé G Aè allora sé  (—>• R Ì . Definiamo in I la seguente relazione di 
equivalenza :

i  se e solo se (a1 (i) , • • •, an (/)) =  (fh U) > * * * » an CO)

e indichiamo con Ix , • - •, I s le classi di equivalenza.
Sia Ck la L -catena divisibile (vedi [5]) generata da {ax (i) , • • - , an (i)} 

con i  G \ h , h — i , • • •, s.
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Sia a la seguente formula a parametri in Rx:

k / s
3*ii • • • 3*te A ( A ̂ 0 {Xji ; (/)>•• •> an CO) =  0  Aj=l \ i= 1

A ( V tj (xH ; ax (t) ,•••,.«» (0) 7̂  o
\ i=  1

Per le ipotesi fatte a è vera in quindi per ogni 7 , 1 <  7 <  k, esiste un
r  =  r (7) , i <  r (7) <  i* tale che la formula :

(70 [p ; ä! (r (7)) r " , a n (r (7))) == o A ^ (£ ; ^  (r (7)) , • • •, a» (r (7))) =£ o)

è vera in R]̂  e quindi in Cr(:?). Indichiamo con br{i) l’elemento di Cr{j) che 
soddisfa la formula. Per ogni altro i  diverso da {r  la formula
3% (tQ (5c ; a3 (2) , • • - , (i) =  o) è vera in R2 e quindi in C* ; indichiamo con
bi tale soluzione in Cy.

Consideriamo ora Felemento c e R{ tale che :

se r  (7) — h 

con i e  l h altrim enti.

Per i lemmi precedenti c e  A e chiaramente soddisfa 3̂  9 (x ; ax , • • - , #w). 
Il viceversa è immediato.

2. Indichiamo adesso con ^  e ^ ^  rispettivamente le sottoclassi di 
delle L-algebre F-generiche e delle L-algebre /-generiche. Sia ^ la seguente 
formula :

c ( h )  =
\ hi.

ì h

Vx {y =  2 y  ,\ y  <  X  f \ \ f z  ((z =  2 z /\ z <  x) z <  y)) .

Allora si ha ,il seguente :

LEMMA 4. Se sé è una L -,algebra archimedea allora sé  1= <];.

Dimostrazione. Sia .x  e A. Poiché sé  è archimedea esiste n >  o tale che 
nx e Ba - Posto y  =  (nx')f si ha che (nx')r <  x  e preso z e Ba con ^ <  x  si ha 
z* > x \  quindi z >  n x r, cioè z <  (nxf) '.

Proposizione 3. Sia sé una ^-algebra esistenzialmente chiusa non 
archimedea. Allora sé  17̂

Dimostrazione. Sia # un elemento di A non archimedeo e supponiamo per 
assurdo che esista b e Ba con b <  e massimo rispetto a tale condizione. 
Sia I3 l’L-ideale generato da ;r e sia / :  s é s é J l x Vomomorfismo naturale. 
Consideriamo ora la L-algebra B =  s é x  sé jlx e sia 7 : A . —> B definita da 
j  (y) — (y  >/(jk))- j  è chiaramente una immersione di sé  in Sia ora y la 
formula esistenziale a parametri in A :

(y  A y  =  2 y  /\ y > b ) .
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Tale formula non è soddisfatta in sé  per la definizione stessa di b. Mostriamo 
che l’elemento (6 , i ) e B  soddisfa y. Infatti: (b , 1) < /  (V) =  :')) =
=  1); ovviamente 2 (b , 1) =  (b , 1). Facciamo vedere che (b , 1) >  j  (b) =
=  (b , /  (b)). A tale scopo basta far vedere che /  (b) <  1. Supponiamo /  (b) =  1. 
Allora 3' e 1̂. cioè b* <  D ’altra parte b <  cioè b' > x  quindi bf >  ^  
assurdo. Quindi y è soddisfatta in & da (b , 1) e quindi sé  non è esistenzial­
mente chiusa contro l’ipotesi.

LEMMA 5. Sia sé  6 ^ , .  Allora sé è non archimedea.

Dimostrazione. Sia sé  archimedea e sia ^  una estensione di sé  non 
archimedea. Sia C e e £% >-> C. Allora sé ■< C, ma ciò è assurdo perchè,
per il Lemma 4, ja/ t= ^ mentre, per la Proposizione 3, C

Lemma 6. Sia sé e . Allora sé è archimedea.

Dimostrazione. Sia C una condizione che forza "1 ^ (a) =  “1 3y (4/ =  2 3/ /\ 
/ \ y < a / \ V z ( ( z = z z / \ z < a ) ^ z <  y)). Mostriamo che C U {(n +  1 )a  =  no} 
per n opportuno è ancora una condizione.

Sia 9 (#!, ••• ,  am) la congiunzione delle formule che compaiono in C, 
con a1 , • • •, am e A. Consideriamo la formula 3x t • • •, 3xm 9 (ax , • • •, #w). 
Chiaramente sé t= 3^1, • • •, l x m 9 (x1, • • •, aw) e quindi (vedi [3]) L w *= 3 ^  • • •
• • • 3#m 9 (^1 , • • •, #w), cioè esiste un intero positivo n tale che C U {(» ’-f 1) 
<2 =  <̂2} è ancora una condizione e quindi sé  forza Allora ja/ è archimedea 
per la Proposizione 3.

T eorem a 2. n  0£ -= 0 .

Dimostrazione. Immediata dai Lemmi 5 e 6.
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