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Meccanica. — Swlle rotazion: rigide in Meccanica dei plasmi.
Nota di GiurLio MATTEI®, presentata 9 dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — In this paper we study the uniform rigid rotations of a plasma described
by the magnetofluiddynamic equations, with and without the Hall effect. Magnetic fields
(and, in correspondence, the pressure field) that make such motions possible are determined.

1. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Scopo di questa Nota & lo studio del seguente problema di Meccanica
dei plasmi. Consideriamo un plasma descritto dalle equazioni della magne-
tofluidodinamica (MFD), omogeneo, incomprimibile, viscoso (stokesiano
lineare), dotato di conducibilita elettrica finita e soggetto a forze di massa
di origine non elettromagnetica conservative; in un primo tempo si supporra
trascurabile Peffetto Hall, in un secondo tempo se ne terrd conto. Nell’am-
bito delle equazioni indefinite non Jinearizzate descriventi tale plasma, ci si
chiede se siano possibili moti MFD stazionari che siano rotazioni rigide
d’assieme attorno ad un asse fisso e, in caso affermativo, ci si propone di
determinare dei campi magnetici (ed, in corrispondenza, il campo delle pres-
sioni) che rendono tali moti.possibili.

2. EQUAZIONI DI BASE

Le equazioni non lineari di base sono (in unitd di Gauss)

I
4 T

(2.1) v/\rot'v—grad(]j —t——%z———U) + (rot BIAB+WwW2ov =0

e
(2.2) : dive=o0
(2.3) rot(v A B) 4+ v, VEB=0
con la condizione
(2.4) divB=o.

In esse v ¢ il campo di velocitd, p la pressione, p la densitd (costante),
U il potenziale delle forze di massa di origine non elettromagnetica riferito
all’'unitda di massa, @ la permeabilith magnetica (costante), B il vettore

*) Meccanica Razionale, Facoltd di Ingegneria dell’Universitd di Pisa.
geg:
(**) Nella seduta del 15 dicembre 1979.
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induzione magnetica, v il coefficiente di viscositd cinematica (costante),
v = 2[4 mo il coefficiente (costante) di viscosita magnetica (¢ velocitd della
luce nel vuoto, ¢ conducibilitd elettrica, costante).

Le (2.1), (2.2), (2.3) costituiscono un sistema non lineare di 7 equazioni
differenziali alle derivate parziali in 7 funzioni incognite scalari: le tre com-
ponenti di v, le tre di B e p.

3. SOLUZIONE DEL PROBLEMA

Introdotta una terna di coordinate cilindriche ortogonali T (0;7, ¢, 2
di versori e, , ey, e,, con oz asse fisso di rotazione, ci si chiede dunque se
siano possibili moti per cui

(3.1) v = Qrey

con  costante.
Per (3.1), la (2.2) & identicamente soddisfatta ed, essendo

v Arotv=grad Q*»2 | Vip=o0,

la (2.1) assume la forma

1

2
G3-2) 4 mup

(rot B) A B = grad (% — Qirz —U) :

Dungue la forza magnetica per units di volume, (rot B) A\ B4y, deve
essere conservaliva per il realizzarsi dei moti in questione.

La (3.2) puo soddisfarsi prendendo un campo magnetico della forma
(3.3) : B=DB¢( e +B,(r)e,.
Infatti da (3!3) segue

2
G4 (ot BB = —grad (B3 + [ 22 o).
La (2.4) resta identicamente soddisfatta dalla (3.3) e la (2.3), avendosi
per (3.1) € (3.3) rot (v A B) = 0, assume la forma
(3-5) V:B=o0.
La (3.5) proiettata su e, da un’identitd; proiettata su e, da

2
(3.6) By 1 dBe By _ |

dsr? r dr 72

?

il cui integrale generale &

3.7) Be = 1,7 + afr,
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con ¢ € ¢, costanti arbitrarie; proiettata su e, da

d*B,

1 dB,
(3-8) ds? T & %
il cui integrale generale &
(3.9) B, = ¢slogr + ¢4,

con ¢, e ¢4 costanti arbitrarie,

Le costanti Q, ¢, -, ¢s saranno determinate dalle condizioni al con-
torno.

In definitiva possiamo concludere che per il plasma in esame sono possibili
rotazioni wuniformi rigide con un campo magnetico carvatterizsato dalle (3.3),
3.7) ¢ (3.9).

Calcoliamo ora la pressione. Da (3.2) per (3.4) segue

? €22 B2 I

2
—U + + {E'P—dr=cost,
P 2 8 myp 4mee [ 7

da cui, introdotta la pressione magnetica p,, = B?/8 nu (da considerarsi nota
in base a (3.3), (3.7) e (3.9)) e detta P = p -+ p,, la pressione totale, si ha

P 2.2 2 2 .
(3.10) T_ er —U 4+ 4;“9 (cf%— ;:2 J,—zclczlogr) = cost .

La (3.10) determina la pressione.

Notiamo infine che, se si richiedono per B soluzioni regolari sull’asse
di rotazione, basta porre nella (3.7) ¢, =0 e nella (3.9) ¢z =o0. In tal caso
B assume la forma

(3.11)‘ B = B,e, + %re,,

con Bje, interpretabile come campo magnetico primario costante e 4rey,
con % costante dimensionata, interpretabile come campo magnetico indotto.
In corrispondenza per la pressione segue da (3.10) la

p ,é2r2 Q2r2
12 TN —
(3-12) e 4Tup 2

— U = cost .

Dalla (3.12), il cui significato fisico & palese, si puo ricavare la descrizione
dell’effetto « pinch» relativo ad un plasma in rotazione rigida uniforme,
seguendo la ben nota descrizione dell’effetto « pinch» statico (che si basa
sulla (3.12) con Q = o), per il quale si rimanda per esempie a [1], Cap. IV).
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4. CASO IN CUI NON E TRASCURABILE L’EFFETTO HALL
Nel caso in cui non & trascurabile leffetto Hall le (2.1), (2.2) e (2.4)
restano inalterate, mentre la (2.3) ¢ sostituita dalla

(4.1) rot (WA B) +v, V2B +Brot (BArotB) =o0,

dove si ¢ posto B = ¢%Py/q4 7w, con By coefficiente di Hall (cfr. per esempio
[2] n. 9, dove ¢ anche indicata un’ampia bibliografia relativa all’effetto Hall
nei plasmi),

Osservando che la (4.1) differisce dalla (2.3) per il solo termine conte-
nente B e tenuto conto della (3.4), ¢ immediato riconoscere che i risultati
del n. 3 restano validi anche in presenza dell’effetto Hall.
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