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Algebra. — Osservaszioni sulla lunghessa m—separabile dei gruppi
JSintti ©. Nota di Marco BARLOTTI, presentata 9 dal Socio G. ZappA.

SUMMARY. — The author carries forward the study of characteristic series related to
m-separable groups introduced in [3] by J. M. De Olazabal, and proves that the class of

m-separable groups whose m-separable length is less or equal to 4 is subgroup closed but is
not a formation.

1. NOTAZIONI E PRIME DEFINIZIONI

Tutti i gruppi che consideriamo sono supposti finiti, anche se cié non
sard pil esplicitamente ricordato,

Indicheremo con 7 un insieme fissato di numeri primi e con =’ il suo
complementare nell'insieme di tutti i numeri primi.

Le notazioni utilizzate sono tutte standard (per indicare il quoziente
del gruppo G rispetto al sottogruppo normale N scriveremo G/N oppure %
cercando di conciliare le esigenze di spazio con quelle di chiarezza); in parti-
colare, utilizzeremo le notazioni di [1] relative alle seguenti ben note opera-
zioni di chiusura su classi di gruppi: S (chiusura rispetto ai sottogruppi),
S, (chiusura rispetto ai sottogruppi normali), Q (chiusura rispetto ai quo-
zienti), N, (chiusura rispetto al prodotto normale), R, (chiusura rispetto al
prodotto sottodiretto),

Ricordiamo che una classe di gruppi § si dice una formazione se &
Q-—chiusa e Rg—chiusa; in ogni gruppo G esiste allora un minimo sottogruppo
normale G%, detto F—residuo, tale che G/G%e %. Una classe di gruppi § si
dice di Fitting se & S,—chiusa e Ny—chiusa; in ogni gruppo G esiste allora
un massimo sottogruppo normale Gg, detto F—radicale, tale che Gge §.

Se G & un gruppo e p e, indicheremo con G’ e G, (anziché G®7'u{r}
e Gowyfp)) rispettivamente il residuo e il radicale di G rispetto alla forma-
zione di Fitting Fwyugp) dei gruppi il cui ordine non ¢ divisibile per alcun
elemento di ©\{p}.

Seguendo [2, 1.15], un gruppo sard detto m—separabile se per ogni suo
fattore principale H/K esiste p € tale che H/K € Frup}.

La classe @™ dei gruppi m—separabili & una formazione di Fitting
S—chiusa ([3, 1.6]).

Ci sara utile il seguente risultato:

1.1. Se § & una formazione S,~chiusa, da A B segue A% < BY.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del G.N.S.A.G.A del C.N.R.
(**) Nella seduta del 15 dicembre 1979.
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2. SERIE m~SEPARANTI

Sia G un gruppo.
In corrispondenza di ogni z—pla (#,,- -, p,) € ®* di elementi non neces-
sariamente distinti di =, si definiscono ponendo

..o.p, At oD ; .
GPr P — (Gm 2’;-1)1% ;> 1

dar .
Gpl"'pl'/Gpl"’pi—l == (G/Gpl"‘pf—1>pi 2 > 1

la (py,+ -, pu)=serie n—separante discendente

(1) G>G">...=>GM
e la (py, -, pu)—Seriec n—separante ascendenie

(2 1< Gy < =Gy,

di G ([3, 1.2]).

Ciascun termine della (1) & caratteristico nel precedente; ciascun termine
della (2) & caratteristico nel successivo.

Una catena di sottogruppi di G si dird una serde m—separante discendente
[ascendente] di G se & la (py, -, pn)-serie m—separante discendente [ascen-
dente] di G per una opportuna (p,,-- -, p,) € T

Nell’enunciato di 2.1, 2.3 € 2.4 supporremo fissata la z—pla (p, ,- - -, p,) E®"

2.1. ([3, 2.8)]). — Se NAG ¢ i<,
(GNP = (GPrTPEN)/N

2.2. Se g1, -, 45,01, ", Pi Sono elementi non necessariamente distinti
di T,

(qu...qx V2NN — qu.“qs J2RERY 24

Dimostrazione. Possiamo procedere per induzione su 7 (infatti, se 7 = I,
& GWIP — (G %YL per definizione) e supporre

(qu...q: PPt L GO G P Pie
Allora
Gl 4Py P (qu--q: 191"'17i—1)19i —_ <(G411"'q: 1’1"'1’{-1>Pi — (qu-'q: 1’1"'%‘_
23. Se S<G ¢ i1 <m, si ha
Spy-p: = SO Gy

(ma in generale Sp,...p; % SO Gyy...p).
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Dimostrazione. Possiamo procedere per induzione su 7; infatti, se 7 =1,
SO Gy, € Frup) perché Fwupy € S—chiusa e SN Gy, IS perché Gy <G,
ciot SN G, <Sp,. Sia allora Sy...p, =SNGy,

Osserviamo intanto che si ha

SO Gy w; SO Gpy---p;
SAGhpry OO Gp )0 Gy piy

~ (SmG?r“Z’i)GZu"'I’i—l — SGPl"'pz’—lnGpl"'l’i < Gpl"'i’i

Gm' CePi-1 Gpl' P Gpr T Pi-1

€ f‘fﬂ’u{p,‘} .

Poiché¢ Fwufp;) & S—chiusa, (SN Gy..p /(SN Gy.p; ) € Frup) e
poiché Frugp,) & Q-chiusa appartiene a Fwougp,} anche la sua immagine
nell’omomorfismo naturale di S/(SOGy,...p, ) sul suo quoziente su
Spy---0;1 /SO Gyp,...p,,) (notiamo che quest’ultimo gruppo esiste per I'ipotesi
di induzione), cioé

SmGp;"'pi . Spl"‘?i—l’
SAGn 71 SO0 Gp- iz o GO Go ) Soiomis

Spr i Spy-- v
SO Gm‘ cPia

Dunque, quest’ultimo ¢ un sottogruppo normale di S/S, ..., |
a Frwufp;), € cid significa che

GO Gryp) Spyopica ( S ) Spy--- s
< N

Spy--pig

che appartiene

Spy--pia

da cui (SN Gy,...p,) Spyevop;y < Sp,...p; € a maggior ragione SO Gp...p <
<S,,...p;, come si voleva,

Se S & un p-sottogruppo di Sylow di G e non & contenuto in Gy, , si
ha S,, =S >50G,,.

24. ([3, 2.7]). — Se N<G ¢ i<, si ha

Npl"'pz' == Nn G?’l"'pi

2.5. Se @1,y Gs, Pry v, Py SOn0 elementi non necessariamente distinti
i,

(G/Gayeera)py. 2 = Gagoroty 2y 9il Gy, -

Dimostrazione. Procediamo per induzione su 7 (infatti, se 7 = I, I'asserto
¢ la definizione stessa di Gyy...q, py) € supponiamo dunque

( G ) _ qu"'q: Pre D1
qu“q: P1-ccPi-a Gch"'q

s
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Per definizione, appartiene a Fwygp,} il quoziente Gg,...q - ;/Goay g, 0y iy
e dunque anche

Go- ;0915 Gy gm0
Gay-- g Gay- g,

Gay a5 71 piy ( G )
Ggy. g Goy g, Jor-pia
ad esso.isomorfo,

Tale gruppo & normale in (G/Gy,....)/(G[Gg...q)p--p;, (perché
Gy ogopyp; 1G € dunque Gy, g py.p;[Gyy.ooq, 9G/Gy,...q,) € poiché appar-
tiene a Frygp,) deve essere

G‘Il‘“qsm"ﬂ ( G _)
qu""l: < qu“'q: Dy Ps

e I = N
Goyogg Jor-wia Goyq, ) oy pics

D’altro lato,

quvuvqxplov.pi Gq1v~~qsp1.~-pi
Gay-a, _ Gar---q ~ Gogrmp
(_G_) Gaamevis  Gapegompi
Gayooas Joapica Goy-oq

G

= (_*_G—.__) ~ qu % ==
Gy gy p1--pica /w5 Gay-asmypia

qu‘.‘qx pi

G ( G )
qu...q: - qu"'qx P1-P;

e R )
Gayoap oy wica [ wi Gayooa Jorwica

e in definitiva si pud affermare che

Gay g, 01 s ( G )
GQI"'Q: qu"'q.\‘ pL--Ps

Ehnn (o)
qu...q: pl---pt'_l qu...q: pl...plu_l

2.6. ([3, 1.4]). — Per un gruppo G, sono fatti equivalenti:

da cui 'asserto.

(i) G ¢ m—separabile;
(ii) esiste una serie m—separante discendente di G che termina con 1,

(iii) esiste uma serie w—separante ascendente di G che termina con G.
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Sia (py, -+, pn) €T

La (p,,- -, pp)serie m—separante discendente [ascendente] di G si dice
massimale se per ogni pem & G TP =GP (G, ., » = Gp...p,].

Mediante 2.2 [2.35] si vede facilmente che tutte le serie m—separanti
discendenti [ascendenti] di G terminano con G®" [Ger].

Si dice altezza [lunghezza] di una serie m-separante discendente [ascen-
dente] il numero dei suoi fattori non triviali. Una serie m-separante discen-
dente [ascendente] di altezza [lunghezza] » pud sempre essere pensata come
una (p,,- -, p,)-serie mw-separante discendente [ascendente] per un’oppor-
tuna (p,,---, pn) €™

Si dice altesza [lungheszal w—separabile di G la minima altezza [lun-
ghezza] delle serie m—separanti discendenti [ascendenti] massimali di G.

Osserviamo che serie m—separanti discendenti [ascendenti] massimali
distinte di un gruppo G possono avere altezze [lunghezze] diverse. Siano
infatti A il prodotto diretto del gruppo ciclico di ordine 2 per il gruppo
alterno su 4 oggetti € B il prodotto diretto del gruppo ciclico di ordine 4
per il gruppo simmetrico su 3 oggetti; la (2,3,2)-serie e la (3,2)-serie m—sepa-
rante discendente [ascendente] di A [di B] sono massimali ma hanno altezze
[lunghezze] diverse.

2.7. Sia G un gruppo e sia (py,---, pp) €w"
Sono fatti equivalents:

(i) la (p1,- -+, pn)—sSerie m—separante discendente di G termina con 1;
(i) G < Gy,oppiy Por 1<% < m;
(ii) la (py,- -, po)—serie n—separante ascendente di G termina con G.
Dimostrazione. (i) = (ii).
Per 7 =g, la (ii) ¢ ovvia perché essendo (GP' "1 — 1 deve essere

GPU Pt € Friog,), Ossia appunto (essendo GPUUPHIQG) GPUUPl <G, .
Procedendo per induzione su ¢, sia allora

D1 Pu—i\Pn—i+1 __ Py Py_ii1
G ) = G < Gy,

e Pmeisn *
5 st PL - Pn-i (gt
Cio significa G [Gpye - puiva € Br'Ufpy_ips}s CiOE

GP P G,y e = (GG

"' "pn—z'+2)1’n—i+1 = Gpn"'pn—i+1 /Gl'n"'pn—i+2
P S LRy ) . '
da cui G < Gy,...p, ., come si voleva,

(i) = (). Per i=1, la (i) diventa G™ P <G, ciot G Prig
€ Frufp,y € dunque GM'PH = (GPV Pty — 1 ossia la (i),

(i) = (iii). Per 7 = -—1, la (ii) diventa G" < Gy,...,, ciot G/Gy,...p, €
€ Fru@) € dunque Gy,...p = G, ossia la (iii).
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(iii) = (ii). Per s=n—1 (cioec z— 1 = 1), la (ii) & ovvia perché essendo

Gp,---py =G deve essere G/Gy,...p, € Fwof,), ossia appunto G < Gy, ...p,.

n
Procedendo per induzione su #-—¢, sia allora GM'""P=1 < G, .
cioe (poiché GM' Pt qG) GMIPLQG, L,

Pu—g

_;- Cio significa, per 1.1,

GPLPri — (Gp1...17n_i—1)1’n-i < (Gpn-“pn_;)p”_i .

Per deﬁnizior}e di Gp,...p,;» si ha Gp,..p, /Gy, .py 11 € o, € dunque
(Gp, 0, )" < Gy, da cui infine

*Pn-isl

Gt < (G0 ) < G

Pu-iy1

come si voleva.

28. Sia G un gruppo w—separabile ¢ sia (p,,- -, pn) € ™

Sono fatti equivalenti:

(i) la (py,- -, Po)-Serie T—separante discendente di G ¢ massimale
(cioé termina con 1) ed ha altesza minima n fra le serie w—separanti discen-
denti massimali di G

(i) la (Pu,* -+, p1)—Serie m—separante ascendente di G ¢ massimale (cioé
termina con Q) ed ha lunghezza minima n fra le serie w—separanti ascendenti
massimali di G.

Dimostrazione. Proviamo che (i) = (ii); in modo del tutto analogo si
vede che (ii) = (i).

Per 2.7 () = (iii)), 1a (pn,: - -, p1)-serie m—separante ascendente di G &
massimale. Sia per assurdo (¢, ,- -+, ¢,,) € ™™ con 7 << » tale che la (¢, -+, ¢p)—
serie m-separante ascendente di G termina con G; per 2.7 ((iii) = (1)), la
(¢m ,* **, gqu)-serie m-separante discendente di G termina con I, ma cio &
assurdo perché » < #: dunque la (p,,---, p)-serie m—separante ascendente
di G ha lunghezza # e tale lunghezza & minima fra le lunghezze delle serie
n—separanti ascendenti massimali di G.

Da 2.8 segue immediatamente

2.9. ([3, 2.6]). — Se G ¢ un gruppo n—separabile, I'altesza w—separabile
e la lunghesza r—separabile di G sono uguali.

3. GRUPPI T—SEPARABILI DI LUNGHEZZA m—SEPARABILE LIMITATA

Per ogni numero naturale #, indichiamo con &% la classe dei gruppi
n—separabili la cui lunghezza m-separabile ¢ minore o uguale a 4.

3.1.  Per ogni numero naturale k, la classe S é S—chiusa.

Dimostrazione. Siano GeGSf e S < G.
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Sia (py, -, pn) €7" (# < k) tale che la (p,---, p,)—serie m—separante
ascendente di G termina con G. Allora per 2.3 si ha Sy ...,, >SNGy,..,, =
=50G =5 da cui S,...p, = S, cioe la (p,, -+, p,)-serie T—separante ascen-
dente di S (la cui lunghezza w—separabile ¢ al pill # e quindi & minore o uguale
a £) termina con S e dunque S e &j.

3.2. Siano ko, ky numeri naturali. Sia G un gruppo, e siano N, , N, <G
con G = Ny N,.
Se N, € GZI , Ny e GZZ, st ha G e S;:ﬁkz.

Dimostrazione. Poiché N, e Gf,, esiste (py, -, p)En" (2 <4) tale
che (Ny)p,...p, = Ny. Per 2.4, N; < Gy,...p,. Allora, G/Gy,...,, ¢ immagine
epimorfa di G/N; = (N; N,)/N; che & isomorfo a N,/(N; N N;) che ¢ imma-
gine epimorfa di N,; poiché N,e Gf, e Sf, & Q-chiusa, G/Gy,...p, € S, €
dunque esiste (g5, - -, gm) € T (1 < &,) tale che (G[Gy,...p)g--q,, = G[Gpy.. p,,-
Ricordando 2.5 si ha allora Gy,...p, - 0,/Gpy---0, = G/Gp,...p,, Ossia
Gy opy tr--0 = G da cui G € Syym < S 4, come si voleva.

3.3. Per ogni numero naturale k, la classe G ¢ Q-chiusa (ma non 8,
in generale, una formaszione).

By

Dimostrazione. Che la classe Sf sia Q-chiusa & conseguenza di 2.I.

In [3, 2.9] si afferma che & & anche Rg—chiusa e dunque ¢ una forma-
zione; questo ¢ in generale falso, come mostra il seguente esempio per £ = I:
siano p e ¢ due elementi distinti di © (se a ® appartiene un solo elemento,
ogni gruppo & w—separabile di lunghezza m—separabile 1) e sia G il prodotto
diretto di un gruppo P di ordine p per un gruppo Q di ordine ¢; allora
G/PeGT,G/QeGT ma G/PNQ) ~GeG\ET.

Si potrebbe provare un analogo di 3.2 per il prodotto sottodiretto.

4. LA ©—ALTEZZA E LA ¢©-LUNGHEZZA T—SEPARABILE
DI UN GRUPPO m—SEPARABILE

Sia ¢ un’applicazione suriettiva dell’insieme N dei numeri naturali su =.

Posto p; = ¢ (¢) per 7 N, possiamo definire la @-altezza n—separabile
%, (G) di un gruppo G m-separabile ponendo

ke (G) =1 se GM=1;
ho@G)=n  se G Pim1 e GPUPrlckp;
%o (G) = oo se GPVPnok per ogni #€N.

Notiamo che un gruppo m-separabile pud avere g-altezza m-separabile
infinita; ad esempio, se ® & l'insieme di tutti i numeri primi e, per ogni
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- neN, ¢ (#) &€ P'm—simo numero primo nell’ordinamento naturale, il gruppo A
gia considerato nel paragrafo 2 ¢ m-separabile ma ha ¢-altezza m-separabile
infinita.

Analogamente, si puo definire una @-lunghezza w—separabile 1, (G) di
un gruppo G mw-separabile ponendo

L(G) =1 se Gy, =G
L (G)=mn se G,,l.’..pn =G e Gpup,, #G;

lo (G) = co se Gp,...p, #G per ogni ne N,

Valgono per la ¢-lunghezza m—separabile le stesse osservazioni fatte per
la ¢q-altezza m-separabile; inoltre, naturalmente, ¢-altezza n-separabile e
¢—-lunghezza m—separabile di un gruppo mw-separabile non coincidono in
. generale.

Per ogni numero naturale £ e per ogni ¢: N — x suriettiva, indichiamo
con Hg.x [Te,x] la classe dei gruppi m—separabili la cui p-altezza [p~lunghezza]
n—separabile ¢ minore o uguale a 4.

4.1. Per ogni numero naturale k e per ogni o :N —n suriettiva, la
classe Hax & una formazione.

Dimostrazione. Vale la dimostrazione di [3, 2.9].

4.2. Per ogni numero naturale k ¢ per ogni ©:N - suriettiva, la
classe g5 ¢ una classe di Fitting S—chiusa.

Dimostrazione. Come in 3.1 si prova che g5 & S—chiusa.

Siano poi N, N,€ €51 con N, ,N,<IG e N, N, = G. Allora (N,),...p, = N;
per i=1,2 e poiché N; 4G (Z=1,2) si ha per 24 Ndpy - -pp =
= N; O Gp,...p, cosicché N; =N;NGyp,...p, ossia N; < Gy,..., per i =1, 2.

Dunque G = N; N, <Gyp...p, <G e quindi G = Gp,...,5,, ossia Ge Q1
come si voleva.
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