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Algebra. —  Osservazioni sulla lunghezza iz-separ abile dei gruppi 
finiti?}. Nota di M arco B a r lo t t i ,  presentata <**> dal Socio G. Zappa.

Summary. — The author carries forward the study of characteristic series related to 
^-separable groups introduced in [3] by J. M. De Olazabal, and proves that the class of 
7r-separable groups whose 7r-separable length is less or equal to k is subgroup closed but is 
not a formation.

I. N otazioni e prime definizioni

Tutti i gruppi che consideriamo sono supposti finiti, anche se ciò non 
sarà più esplicitamente ricordato.

Indicheremo con tu un insieme fissato di numeri primi e con 7u' il suo 
complementare nell’insieme di tutti i numeri primi.

Le notazioni utilizzate sono tutte standard (per indicare il quoziente
Q

del gruppo G rispetto al sottogruppo normale N scriveremo G/N oppure

cercando di conciliare le esigenze di spazio con quelle di chiarezza); in parti­
colare, utilizzeremo le notazioni di [1] relative alle seguenti ben note opera­
zioni di chiusura su classi di gruppi: S (chiusura rispetto ai sottogruppi), 
Sn (chiusura rispetto ai sottogruppi normali), Q (chiusura rispetto ai quo­
zienti), N 0 (chiusura rispetto al prodotto normale), R 0 (chiusura rispetto al 
prodotto sottodiretto).

Ricordiamo che una classe di gruppi $  si dice una formazione se è 
Q-chiusa e R 0-chiusa; in ogni gruppo G esiste allora un minimo sottogruppo 
normale G®, detto JÇ—residuo, tale che G/G^e 5 - U na classe di gruppi ^  si 
dice di Fittifig se è Sn-chiusa e N 0-chiusa; in ogni gruppo G esiste allora 
un massimo sottogruppo normale G%, detto radicale, tale che G% e

Se G è un gruppo e fi e n, indicheremo con Gp e G^ (anziché G ^ ^ W  
e Gfor'ulp}) rispettivamente il residuo e il radicale di G rispetto alla forma­
zione di Fitting 2br'u{p) dei gruppi il cui ordine non è divisibile per alcun 
elemento di

Seguendo [2, 1.15], un gruppo sarà detto Tz-sefiarabile se per ogni suo 
fattore principale H /K  esiste fi e tu tale che H /K e ^ 'u fp } -

La classe £>K dei gruppi 7u-separabili è una formazione di Fitting 
S-chiusa ([3, 1.6]).

Ci sarà utile il seguente risultato :

i . i .  Se % è una formazione Sn-ehiusaì da A <1 B segue <  B*5.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del G.N.S.A.G.A del C.N.R.
(**) Nella seduta del 15 dicembre 1979«
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2. Serie ^ -separanti

Sia G un gruppo.
In corrispondenza di ogni n-pla (J>± p n) e nn di elementi non neces­

sariamente distinti di TCy si definiscono ponendo

Ciascun termine della (1) è caratteristico nel precedente; ciascun termine 
della (2) è caratteristico nel successivo.

U na catena di sottogruppi di G si dirà una serie n—separante discendente 
[ascendente] di G se è la (j>x, • • -, ^ )-se rie  ^-separante discendente [ascen­
dente] di G per una opportuna (p1 , • • - , p^) e nn.

Nell’enunciato di 2.1, 2.3 e 2.4 supporremo fissata la n—pìa. (J>1, • • •, p n) € nn.

2.2. Se q1 , • • •, qs , p x , • • -, pi sono elementi non necessariamente distinti
d i 7Cj

Dimostrazione. Possiamo procedere per induzione su i  (infatti, se / =  1, 
è çpv'-ïsVi __ çQQv-Qsy>i per definizione) e supporre

i  >  i

i  >  i

la (p1, • • * , pfù~~serie n—separante discendente

( 0 G >  GPl >  • • • >  G*’1'"*’"

e la (P i , * * •, preserie iz-separante ascendente

(2)

di G ([3, 1.2]).

2.1. ([3, 2.8)]). - . 5 « N < G  e i < n ,

(G/N)Pr ‘ • *  =  (GPr • ’n  N)/N .

Allora

(ma in generale S„r .. Vi ^  S fi GPl... Pt).
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Dimostrazione. Possiamo procedere per induzione su i\  infatti, se i =  1, 
S n G PlefÇw/U{pi} perché è S-chiusa e S n G Pl<lS perché GPl < G,
cioè SD  GPl <  SPl.'- Sia allora S ^ . . . ^ . >  SO  .

Osserviamo intanto che si ha

S n  Gpr ‘-p,- _ . SOG^-'-p,* ^
s  n  GPl... Pi_x (S n  G ^ ... p.) n  G ^ ... Vi_x

(S n  Gpr •.pi) Gpr .• vì—\ _  SG;Vi --Pi-
G

-1 n  G;P i - ‘ Pi <
P V ’ Pi-1

'zrpyPi
JP1‘ “ PÌ-1

e •

Poiche e S—chiusa, (S O Gpr ..pi)/(S n  GPv.. Pi_̂ ) 'U {Pi} e
poiché Stt'uIp*} c Q-chiusa appartiene a 2f*:'u{p,-} anche la sua immagine 
nell’omomorfismo naturale di S /(S n G Pl...1PM) sul suo quoziente su 
Spr  • • pì- J  (S n  G ^ ... Pi_̂ ) (notiamo che quest’ultimo gruppo esiste per l’ipotesi 
di induzione), cioè

S O Gp^ ». pj ' Sp1. • •
S r ìG ^ .- .p ^  s n G P1...p,-_1 ^  ( S p GVl• •.p i ) S p ± • • • p^_x ^

SPy • • Pi-1 Sp1...p#._1
s n G , , . . ^

Dunque, quest’ultimo è un sottogruppo normale di che appartiene
a S tt'uIì?/}» e °i° significa che

(S O Gpv • • pi)  Spv • • Vi_x ^  /  S \  __ Spr -.p{

■ S p i * • • Pi - 1  \ S P l . . . Pi_x J Vi  . . . Pi_x

da cui (S n  GPl... pi) SPl... Pi_± <  S ^ ... Pi e a maggior ragione S D GPl... Vi <  
^ S Pl...P/, come si voleva.

Se S e un ^-so ttogruppo di Sylow di G e non è contenuto in Gpi, si 
ha S^ =  S >  S n GPl.

2.4. ([3, 2.7]). -  Se N <lG e i <in, si ha

Npr • • Vi “  N n  G^ . ..Pi

2.5. Se qx , • • •, qs , p x , • • ., p ì sono elementi non necessariamente distinti
d i 7C,

(ßl^Q v• 'Qs)pr • • Pi =  *-Vs Pv * * Pil^Qv • -ff, •

Dimostrazione. Procediamo per induzione su z (infatti, se z =  1, l’asserto 
è la definizione stessa di G ^ ...^ ^ )  e supponiamo dunque
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Per definizione, appartiene a ' ^ u ^ j  il quoziente G g v . . l s P l . . . p . I G t l . . . l i P l . . . p ._1 

e dunque anche

G q v -Qs Pv Pì G q v . . qs p r . . p i

G q y - q s __  Gq1--.qs

_ 2 _ J )
Gqv -qs )pv -p i_1

ad esso isomorfo.
Tale gruppo è normale in (G /G ffr..ffj) /(G /G tfl...ffj)^ ...P|.-1 (perché 

Gq1."qsp1..-p{< G e dunque Gqi...qsPr..PiIGqv..qs< G jG qv..q)  e poiché appar­
tiene a Sît'u^*} deve essere

G<7i- • Q s P y P i - i

JQl - 'Qs

G q, ■. •Q y - Q s P v P i

Gqr -qs U * - )\  G qv  -qs /____________ • Us_________^  \  ^  Ìfi* • -<As /  P v  " P i

h M  ("q ——-)
\  ^ Q v Q s  J P r  -Pi-1  \  ^ Q v  - Q s / P r  - P i - l

D ’altro lato,

G q v . .qs p v . . p i

G  qv - q s

G q*. -.Q V ’Q s P v P i

Gtfr - Qs Gff,.. •q y Q s P v ' P i

( g ^ )\  ^ q y  Q s / P v  P i - l

G qy.qy q s P v P i - l  

G  q y - q s

Gq y - Q s P y - P i ~ i

=  ( ______* - — )  *
\  G q v  • qs P v  " P i - 1 /  Pi

G ìj.- • •Qs
G q v  • • qsPi"Pi-i

G  q y q s Pi

( g 5 - )
—  \  J P V '  Pj

( - Q - — j  !  "  (  g -g- )
\  ^ Q y  -Qs/ P i "  P i - 1. /. Pi \  ^ Q y  Qs J P i " P i - l

e in definitiva si può affermare che

da cui l’asserto.

2.6. ([3, 1.4]). — Per un gruppo G, sono fa tt i  equivalenti:

(i) G è Tz-separabile*,
(ii) esiste una serie tt—separante discendente di G che termina con i;

(iii) esiste una serie iz-separante ascendente d i G che termina con G.
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Sia (A , •••,>«) 6 *“•
La ( A , • • •, p f) - serie ^-separante discendente [ascendente] di G si dice 

massimale se per ogni p  e n è GPr" VnV =  GVl 'Vn [GPl...VnV — GPl...Pn] .
Mediante 2.2 [2.5] si vede facilmente che tutte le serie Tu-separanti 

discendenti [ascendenti] di G terminano con GS,T [G©*].
Si dice altezza [lunghezza] di una serie rc-separante discendente [ascen­

dente] il numero dei suoi fattori non triviali. U na serie 7r-separante discen­
dente [ascendente] di altezza [lunghezza] n può sempre essere pensata come 
una ( A , • • •, ^y)-serie 7c-separante discendente [ascendente] per un’oppor- 
tuna (A  r  • • Pn) e **■

Si dice altezza \lunghezza\ iz-separabile di G la minima altezza [lun­
ghezza] delle serie ^-separanti discendenti [ascendenti] massimali di G.

Osserviamo che serie ru-separanti discendenti [ascendenti] massimali 
distinte di un gruppo G possono avere altezze [lunghezze] diverse. Siano 
infatti A il prodotto diretto del gruppo ciclico di ordine 2 per il gruppo 
alterno su 4 oggetti e B il prodotto diretto del gruppo ciclico di ordine 4 
per il gruppo simmetrico su 3 oggetti; la (2,3,2)-serie e la (3,2)-serie ^-sepa­
rante discendente [ascendente] di A [di B] sono massimali ma hanno altezze 
[lunghezze] diverse.

2.7. Sia  G un gruppo e sia (A , • • - , p n) e izn.
Sono fa tt i  equivalenti'.

(i) la (A  >' • * > pf)-serie tu- separante discendente di G termina con 1;
(ii) Gpi " p»-‘ <  GPii...P it.+l per i < i < n \

(iii) la (p n , • • *, pf)—serie iz—separante ascendente d i G termina con G.

Dimostrazione, (i) => (ii).
Per i = \ i, la (ii) è ovvia perché essendo (G^-'Pn-iÿn __ j deve essere 

Gpi - ^ i e ^ uW > ossia appunto (essendo G ^ * * ^ 1 < G) GV l ' Vn~1 <  GVn.
Procedendo per induzione su i ì sia allora

( Q V r  • Vn-ì ' sPn-i+l  _ _  Ç_Vl" Vn- i+\  < -  f i
^  — ^Vn'Vn-ì+Z ’

Ciò significa GP1" P"-7 GPh...Vn_i+2 e 37-u{p>i_ .+1}, cioè

^  ’ Ptt~t+2 — ‘ /^P«"'Ph-ï+2

da cui GPl " P n - i  < ^Pn - Pr-i+n come si voleva.

(ii) => (i). Per i = i ,  la (ii) diventa GPl"Pn~1 < G Pn, cioè GPy " Vn~1 e 
6 t5«'u{p„} e dunque GPv"Pn = (G Pl' Pn-1)Pn =  i ossia la (i).

(ii) =* (iii). Per i  =  n - —• i, la (ii) diventa G2’1 <  GVn.. ,Vì, cioè G/GPn. ,.Pì e 
e  2G'U{ì>i} e dunque GVn...Vl — G, ossia la (iii).



392 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXVII -  Dicembre 1979

(iii) =>(ii). Per i =  n — 1 (cioè n -— 1 =  1), la (ii) è ovvia perché essendo 
Gp„ - p i — g  deve essere GjGPn...n  e %n>u{Pl}, ossia appunto GVl < G Vn...Pì.

Procedendo per induzione su n — i, sia allora < G Pn...Pn_.,
cioè (poiché GPl " Pn- 1- 1 <3 G) GPl <] GVn...Pn_i . Giò significa, per 1.1,

G P v P n - i  =  ( Q P v P n - i ~ i y > n - i  <  ( G P n . .. PhJ P* - { .

Per definizione di GPn...Pn_., si ha GPn...Pn_JG Ptt...9n_.+ie ^ lL){Pn_.} e dunque 
(GPf,---PnJVK~Ì ^ GPn---Pn-i+1 da CUÌ Ìnfine

( i P v P n - i  <  ( f i  \ P n- i  < ;  f i
^  V^Pn • • * Pn-iJ  —  ^ P n ‘ ' • Pn~t+1 >

come si voleva.

2.8. vSVa G un gruppo ^-separabile e sia (pì , • • •, e tĉ .
StfTZtf fa tt i  equivalenti :

(i) /# (jG ,••• , p n)-serie n-separante discendente di G è massimale 
(cioè termina con i) ed ha altezza minima n fra  le serie t:—separanti discen­
denti massimali d i G ;

(ii) la (pn , ’ * * ? p\)-serie iz-separante ascendente d i G è massimale (cioè 
termina con G) ed ha lunghezza minima n fra  le serie iz-separanti ascendenti 
massimali d i G.

Dimostrazione. Proviamo che (i) => (ii); in modo del tutto analogo si 
vede che (ii) =* (i).

Per 2.7 ((i) => (iii)), la (pn , • • •, j^ -se rie  ^-separante ascendente di G è 
massimale. Sia per assurdo (q1 qm) e nm con m < n tale che la (q1 , • • •, qm)~ 
serie ic-separante ascendente di G termina con G; per 2.7 ((iii) => (i)), la 
(qm > * * * > <7i)-serie ^-separante discendente di G termina con 1, ma ciò è 
assurdo perché m < n \  dunque la (pn , * • •, ^ - s e r ie  Tu-separante ascendente 
di G ha lunghezza n e tale lunghezza è minima fra le lunghezze delle serie 
7T-separanti ascendenti massimali di G.

Da 2.8 segue immediatamente

2.9. ([3, 2.6]). -  Se G è un gruppo n-separabile, Valtezza iz—separabile
e la lunghezza iz-separabile d i G sono uguali.

3. Gruppi ^ -separabili di lunghezza ^ -separabile limitata

Per ogni numero naturale k, indichiamo con la classe dei gruppi 
Ti-separabili la cui lunghezza ^-separabile è minore o uguale a k.

3.1. Per ogni numero naturale k ì la classe è S—chiusa. 
Dimostrazione. Siano G e e S <  G.
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Sia (A  . ' • -. P rò  6 rc* ( n < k )  tale che la (px , • • •, /„)-serie  ^-separante 
ascendente di G termina con G. Allora per 2.3 si ha Spi-• Vn — s  n  Gpr  ..Vn — 
=  S n  G =■ S da cui SPr..Vn =  S, cioè la (J>x, • • - , ^ )-se r ie  7r-sep arante ascen­
dente di S (la cui lunghezza ^-separabile è al più n e quindi è minore o uguale 
a k) termina con S e dunque S G S& .

3.2. Siano kx , /è2 numeri naturali. Sia  G un gruppo, e siano Nx, N2 <1 G 
con G =. Nx N2.

Se Nx e , N2 e S*2, si ha G e S*1+*a.

Dimostrazione. Poiché Nx G S j^ , esiste (J>ly - • p n) e izn (n <  k)) tale 
che QSJPr..pH =  N j. Per 2.4, Nx <  G ,,^ ..^ . Allora, G/GPl...Pj# è immagine 
epimorfa di G/Nx =  (Nx N2)/N x che è isomorfo a N ^ N x O N ^  che è imma­
gine epimorfa di N2; poiché N2 G S£2 e S ì2 è Q-chiusa, G/GPl...Pn e S£2 e 
dunque esiste (ft , • * *> 2W) e tu™ (w <  4 ) tale che (GjGPr..pf)qv..qm — GIGn ...Pn. 
Ricordando 2.5 si ha allora qv -qmIGPl...Pn =  G/GP r..Pl#, ossia
GPl.. .p„<7r . =  G da cui G g <  ®J1+ 2̂ come si voleva.

3.3. Per ogni numero naturale k, la classe ©£ e Q-chiusa (ma non è, 
in generale, una formazione).

Dimostrazione. Che la classe S& sia Q-chiusa è conseguenza di 2.1.
In [3, 2.9] si afferma che S ì  è anche R 0-chiusa e dunque è una forma­

zione; questo è in generale falso, come mostra il seguente esempio per k  =  1 : 
siano p  e q due elementi distinti di n (se a tu' appartiene un solo elemento, 
ogni gruppo è ^-separabile di lunghezza re-separabile 1) e sia G il prodotto 
diretto di un gruppo P di ordine p  per un gruppo Q di ordine q\ allora 
G/P g S Ì  , G/Q g S ï  ma G/(P O  Q) ~  G g  < S Ï\© Î.

Si potrebbe provare un analogo di 3.2 per il prodotto sottodiretto.

4. L a cp-ALTEZZA E LA cp-LUNGHEZZA 7T—SEPARABILE 

DI UN GRUPPO tu-SEPARABILE

Sia 9 un’applicazione suriettiva delPinsieme N dei numeri naturali su tu. 

Posto pi =  9 (i) per i  e N, possiamo definire la 9- altezza ^-separabile 
hep (G) di un gruppo G ^-separabile ponendo

hq (G) =  i se GP l=  i ;

hy (G) =  n se O £ •è 8 II e GP v P n - l - ^ l

K  (G) =  00 se GW  Vn -£ J per ogni n € N

Notiamo che un gruppo ^-separabile può avere 9-altezza ^-separabile 
infinita; ad esempio, se 71 è l’insieme di tutti i numeri primi e, per ogni



394 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXVII -  Dicembre 1979

n 6 N  , 9 (n) è r^-sim o numero primo nell’ordinamento naturale, il gruppo A 
già considerato nel paragrafo 2 è ^-separabile ma ha 9-altezza 7u-separabile 
infinita.

Analogamente, si può definire una 9-lunghezza iz-separabile /<p (G) di 
un gruppo G ^-separabile ponendo

/„ (G) =  I se GPl =  G ;

hf (G) =  n se ^ P V - P n  ~  ^ e GPv..Pn l G ;

4  (G) =  00 se Gpr --pn G per ogni n e N  .

Valgono per la 9-lunghezza ^-separabile le stesse osservazioni fatte per 
la 9-altezza 7u-separabile; inoltre, naturalmente, 9-altezza ^-separabile e 
9-lunghezza ^-separabile di un gruppo ^-separabile non coincidono in 
generale.

Per ogni numero naturale k e per ogni 9 : N  -> ti suriettiva, indichiamo 
con [£ïp,&] la classe dei gruppi Tu-separabili la cui 9-altezza [9-lunghezza] 
7u-separabile è minore o uguale a k.

4.1. Per ogni numero naturale k e per ogni 9 : N -> n suriettiva, la 
classe è, una formazione.

Dimostrazione. Vale la dimostrazione di [3, 2.9].

4.2. Per ogni numero naturale k e per ogni 9 : N -> 7u suriettiva, la 
classe è una classe di Fitting  S -chiusa.

Dimostrazione. Come in 3.1 si prova che è S-chiusa.
Siano poi N ^N geß^ ,*  con N ^ N g ^ G  e Nx N2 — G. Allora (Ni)pv -.Pk =  N< 

per i  =  1 ,2  e poiché N< <1 G (i =  1 ,2 ) si ha per 2.4 ==
=  N iH G pj...^  cosicché Ni =  N ^ D G ^ . . . ^  ossia N ?: <  GPl...Pk per i  =  1 , 2.

Dunque G =. — G e quindi G' =  GPv..Pk, ossia G e
come si voleva.
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