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Fisica matematica. — Sw/ decadimento delle discontinutte di
accelerazione in un fluido linearmente viscoso di Cosserat®™. Nota
di Antonio Craupio Griowi, presentata dal Socio D. GrarrI.

SUMMARY. — In a previous paper I have proved that in a subclass of viscous fluids
with structure some longitudinal acceleration waves are possible.

In this Note I state their law of decay when the fluid is at rest in its unperturbed
region.

Waves carrying discontinuities in the third derivatives of the velocity are induced,
whereas in some particular cases also waves carrying discontinuities in the second deriva-
tives of the velocity are induced.

In una Nota precedente ho dimostrato che per una classe di fluidi di
Cosserat, linearmente viscosi, omogenei e isotropi, in condizioni isoterme o
adiabatiche, sono possibili soltanto onde di accelerazione longitudinali, tra-
sportanti discontinuitad di prima specie delle derivate prime delle sole velocita,
ma non delle velocita angolari, e che queste si propagano con la medesima
velocita che nei fluidi classici non viscosi.

Per lo studio dell’evoluzione di tali discontinuitd, oggetto della presente

nota, & sufficiente valutare le conseguenze della derivata temporale delle
equazioni indefinite.

Si trova il risultato, che pud sembrare strano, che i coefficienti di viscosita
non influiscono sull’evoluzione di tali discontinuita, che & proprio quella
del caso non viscoso.

La legge temporale di decadimento ¢ stata stabilita nel caso in cui il
fluido sia in quiete nella regione non perturbata. Si trova che I'ampiezza
delle discontinuita decade tendendo a zero quando l'onda va all'infinito se
la forza, che ho supposto costante, ha componente non positiva secondo i
raggi di propagazione, mentre tende ad un limite finito se tale componente
& positiva. ,

Si trova inoltre che in generale vengono indotte onde trasportanti discon-
tinuith delle derivate terze della velocita angolare, mentre nel caso parti-
colare che i coefficienti di viscositid soddisfino certe condizioni particolari sono
indotte onde trasportanti discontinuitd delle derivate seconde di tale velocita.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia 1’8 ottobre 1979.
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1. — PREMESSE. ALCUNE FORMULE DI ITERAZIONE.

In [1] ho dimostrato che affinché un fluido di Cosserat C linearmente
viscoso omogeneo e isotropo, in condizioni isoterme o adiabatiche, possa
essere sede di propagazione di onde di accelerazione, & necessario che i coeffi-
cienti di viscosita soddisfino alle relazioni: B

(I.I) A=0 L= —2u.

Denotando con la virgola derivazione parziale rispetto alle coordinate dello
stato attuale, in base alle (1.1) le equazioni costitutive di C sono:

ty=—18, + v (Ve —vip + 2 g3, )

(1.2)
by = aw,,, 8y + Boy,; + you i

mentre le equazioni di campo sono:

(1.3) — I+ Vg — Viek) — 2 B Oz + p (Fy— V) =0
(o0 + B) op,m + YOLIE — 2 Bt Yk T 4 Boy + p (M; —jéy) =0

\

ove col punto si & indicata derivazione lagrangiana rispetto al tempo.
L’equazione di continuita & infine:

(1.4) | ¢+ PVar=0.

Supposte le (1.1) soddisfatte, le uniche onde di accelerazione possibili in C
sono onde longitudinali trasportanti discontinuita delle derivate prime delle
velocita, ma non delle velocitd angolari. Denotando con una parentesi quadra
le discontinuitd attraverso il fronte d’onda o, dovrd dunque essere:

[Vr] =0 [Vr,s] =U, Ns [{'r] = ——VU,
Vel = Ur N, Ny, + (w5 Ny + 23 Np) Uy — 240 200 67 U,
(1.5) [0,] = [0, = [o,] =0 [0,,5] = W:- N, N,

_ U 21—
[e.] = - N, [¢] eU

U, = [W,s Ns] = UN, U; = [Vr,sh N, Nh] W;‘ = [“)r,sh N, Nh]

ove W' pud essere diverso da zero soltanto se i coefficienti di viscositd «,
e v soddisfano alle

(1.6) ® =0 y=—28
oppure alle:

(1.6)' : B=y=o0
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Nel primo caso sard
W =WN
mentre nel secondo: .

W.N=o0

V indica la velocitd di propagazione di o; rispetto al continuo, data da:
V:un——v-N-——VH_' M=

merntre %, ¢ la velocita di avanzamento normale ed N la normale al fronte
d’onda. Deve inoltre essere &:

(1.7) Ujp = Up 2z

Nelle (1.5) e (1.7) con la sbarretta si ¢ indicata derivazione covariante rispetto
alle coordinate sulla superficie ® mentre 8™ & il tensore della seconda forma
fondamentale su o,, soddisfacente le: :

A
(1.8) bra = — xpr Nyja Npyr = — bp #pa -
Data una funzione ¢ (x,#) continua ovunque, ma le cui derivate parziali

prime e seconde presentano discontinuitd di prima specie nell’attraversamento
di o,, valgono le: ’

[ 2 .
_CP:I =—u, B [(p] = —VB [tp,r] = BN,
| oz
Ki 3B dut,,
(19), 9;29] = usC—2u, 5 B
[ & 3B
|+ 9‘;—] = —u,CN, + =~ N, —u, xy Bir — By st
B = [9,n Ny] C = [o,m Ny N;]

ove 3/8z ¢& l’bperatore dato da:

(1.10) — = — + VN, —

(1) Vedi [1].

(2) Qui e nel seguito si intenderd che gli indici greci si riferiscano alle coordinate su
o, e vadano da 1 a 2, mentre quelli latini si riferiscono alle coordinate dello spazio ambiente
e variano da 1 a 3.
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Dalle ®:

aZ(P 2<p . . 92
Y + 2 o 9% Vp = Qors Ve Vs 1 P, Ve Q= ox, o

o =

+ P,rs Vs

tenuto conto delle (1.5), (1.9) e della:

(r.11) [ 02] = [od] 98 + o1 [9a] — [e4] [o:]

ove il segno + sta ad indicare che le funzioni sono valutate sulla faccia posi-
tiva di o; (regione non perturbata), seguono le:

o o 5B SV v, ON,
(1.12) [9]=V"C 2V—37 + VBU B—_St ——stz— N’——BV’*—&‘ —
—_—2 Vxl; B/]_-v v, + Ba,p x5a bPA Vp Vg — 2 Bxf Viry, —

— 2 Bxr v, vyr N, + BN, v —VUoh N,
. 3B T T
[e,,] = —VCN, + S N, —Vx, Bp + x; v, Br N, —

r r
_— er V/r -_ Bx, Vs/T' Ns .

— EVOLUZIONE DELLE DISCONTINUITA DELLE DERIVATE PRIME
DELLA VELOCITA.

Supposto che il fluido sia in uno stato di equilibrio nella regione non
perturbata, la velocita di propagazione ¢ costante e questa avviene per raggi
rettilinei ed onde parallele; indicando con s = Vz I’ascissa curvilinea lungo
. i raggi di propagazione, sara dunque:

3 d 3N, 3V

Derivando (1.3), totalmente rispetto al tempo, supponendo la forza di massa
costante e continua attraverso o, e prendendo le discontinuita attraverso la
superficie d’onda, si ottiene:

@2)  — ]+ u [Hus] — 2 pe [Gi] + [ F— [p3] — p [ = o
ove si ¢ posto:

(2.3) Hy = veg—vii-

(3) Il segno = sta ad indicare che prima va eseguita la denvata parziale rlspetto alle
coordinate e poi queIIa totale rispetto al tempo.
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Tenuto conto delle (1.5), (1.7), (1.8), (1.11), (1.12), (2.1) calcolo i vari termini
che compaiono in (2.2).

Si ha:

(2-4) M, =1"pp

Dall’equazione di continuita segue:

P . L
EYR P.a v PV,
(2.5)
*op
ot = T PmVe T P.a Va1l T P, i Veh T PVau -
Da:
- Pp
Pa= 57 T env
tenuto conto di (2.5), si ottiene allora:
(2.6) =" 0nVai— Pl Vhr — PVaH-
Da (2.3) e (1.5) segue:
[Hu] =o0.

La continuita di Hy permette di applicare (1.12), e si ottiene:

@7 [Fas) = — VCu Ny — Vi By -+ 23 v, Buge Ny —
— By 2 v Ny + S—Qi N,

con:

(2.8) Ci = [Hy,i5 Ny Nyj] By = [Hy,: N;J.

Poiché da (2.3), facendo uso delle (1.5), si trova:
By=o0

(la 2.7) diviene:

(2.9) [Hgs] = — VCu N,

Avendo supposto che il fluido sia in quiete nella regione non perturbata
tenuto conto di (2.4), (2.6), (2.9) e delle (1.5), (1.7), (1.8) e (x.11), da (2.2)
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Ju—

con qualche calcolo si trova:

du Mo +2V?
(2.10) & T TR

UZN, — (K + ﬁ;;j_g

——ggvcklNk"l——p—%'Elka;@Nk:O

ove K indica la curvatura media che, avvenendo la propagazione per onde
parallele, & data da:

essendo K, ed Hy i valori iniziali della curvatura media e di quella gaussiana.
Tenuto conto della emisimmetria di Cg, per saturazione con N; (2.10) porge:

dUu M"p+42V* 2__( F,Nl) B
(z.11) R SV U K + SV U =o.

La (2.11) si integra facilmente e si ottiene:

5
f ( F;N; )
K4 ds
2Vv2

0
Uy e

(2.12) U = S
’ RN,

" p—2V? J(H 2V )d

—TU‘) e ds

I —
o

Si vede che se la forza di massa ha componente non positiva secondo la
direzione di propagazione I'ampiezza delle discontinuitd generalmente decade
tendendo a zero al tendere dell’onda all'infinito, mentre se tale componente
risulta positiva 'ampiezza delle discontinuita tende asintoticamente al valore:

VE, N,

*_—‘—._—.
V=2

3. — DISCONTINUITA INDOTTE.

Derivando (1.3), e supponendo costanti e continue attraverso o, le coppie
di massa si ottiene:

G (@4 8) [Oer] + v [Oua] — 2 teym Fme] + 40 [é] + [p] M, —
— [prén] — @7 [&] = 0.
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Data una funzione ¢ (x,#) continua ovunque con le sue derivate prime, ma
le cui derivate seconde e terze presentino discontinuitd di prima specie nel-
I'attraversamento di o,, si ha:

<32) [cp,rs] = VDNT Ns —V <x£‘ Ns + xg‘ Nr) C/l" - chrl" XsA éI‘A -+
b
+ 57 CN,N) +Cpp x5 v N, N, —C (¢L N, + x; N 22 v, bra.

D= [(P:TSh Nr Ns Nh] C= [(P,TS Nr Ns] .

Supposto che i coefficienti di viscosita soddisfino alle (1.6)‘n0nch‘e ancora
nell’ipotesi che il fluido sia in quiete nella sua regione non perturbata, da
(3.1), facendo uso di (3.2), (1.5), (1.2) e (2.1), si ottiene:

1’ rr ’ UM . ’
(33 BWI — Wi NeNy— a1 W) — FL — o/ VW' N = o

ove si & posto
17
Wl = [0)1,,-8},, Nr :Ns Nh] .
Saturando con N si ricava:

_ MN,U

(3-4) W = _W

Se valgono invece le (1.6) si ottiene:

1 ’ T PU . ’
(3:5) o (Wi Ng + Wir 2¢) Ny + - My + ¢/ VWi = o0
da cui segue, per saturazione con xj

/ U
(3.6) Wiz = — ' M, % .
Se i coefficienti di viscositd non soddisfano né le (1.6), né le (1.6)’, W’

deve essere nullo e dalle (3.1), facendo uso di (3.2) in cui si sia posto C = o,
si ottiene:

- s 17 U
(37 (2 + B) Wi Ny Ny + YWy + S M=o

saturando (3.7) con N; e con xjr si ottengono le:

r U :
Wl xir — _‘.if_Y Ml xr

pUMl Nl

(3-8) Wz” Ny =— vm

che danno i componenti longitudinale e trasversale di W”.
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Le (3.4), (3.6) e (3.8) mostrano come un’onda di accelerazione traspor-
tante discontinuitd delle derivate prime delle velocitd induca in generale onde
trasportanti discontinuita delle derivate terze delle velocitd angolari, mentre
induce onde trasportanti discontinuitd delle derivate seconde della velocitd
angolare se i coefficienti di viscosithd del fluido soddisfano le (1.6) o le (1.6)".
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