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Meccanica. — La piastra incastrata in presenza di ostacoli ®.
Nota di Aldo MACERI ™, presentata ™ dal Corrisp. E. GiaANGRECO.

RESUME. — Une plaque élastique encastrée au bord et transversalement chargée est
forcée par des obstacles élastiques unilateraux. On donne les propriétés qualitatives de la
solution du probléme.

Si studia la piastra incastrata al contorno, trasversalmente caricata ed
eventualmente forzata dai due lati da ostacoli elastici unilaterali.

Si fa per la piastra, che occupa nel suo piano medio x; %, la regione
limitata e connessa €, lipotesi di elasticitd lineare, non necessariamente
isotropa; i carichi applicati ¢ e gli spostamenti # sono positivi secondo 3
(la terna 0y x,x; & destrorsa); positiva secondo x; & pure la reazione »
esplicata dagli ostacoli, di equazioni ¥ =% (2, ,x,) e ® = @ (5, %,), cui
si assegna la forma:

r=—ELE @ —Y) 4 e(®—u)*

nella quale E | e sono non negative.
Il problema dell’equilibrio elastico pud essere convenientemente formu-
lato per via energetica.
Siano pertanto:  un aperto limitato e connesso di R? di classe R® [3],
A= 2 D" (@, D) (a,,€ L®(Q), a,, = a,,) un operatore differenziale del
|22
quarto ordine tale che

Z {{LZ,.S D'y D'vdx = a, f ID"v 2dx  Voe We(Q) (ay= cost. > 0),
}?,:2 Q =2

EeL®(Q) con E>0 q.0. su Q,eeL®(Q) con e=>o0 q.o0. su Q¥elL*(Q),
OcL¥Q),ge WP(Q).

Posto Vve Wi (Q):
J@) =131 fa.,stﬂDrvdx —Q—-%—fE((v—‘P’)Jf)?dx +

|r|=2
[sj=2 Q Q

+%fe((®~v)+)2dx~<y,v>.

Q

(*) Lavoro eseguito con il contributo finanziario del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(*¥¥) Istituto di Scienza delle Costruzioni della Facolta di Ingegneria di Napoli.
(***) Nella seduta del 27 novembre 1979.
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consideriamo il problema di minimo per il funzionale dell’energia:
(1) Trovare we Wi (Q) tale che
J@ <@ Vve W5 (Q).

Nel successivo paragrafo 1 si stabiliscono le formulazioni equivalenti al pro-
blema (1), del quale si assicura poi l'esistenza e ['unicitd della soluzione.

Nel paragrafo 2 si determinano infine le proprietd di regolarity della
soluzione stessa.

1. — Procedendo come in [4], [5] si prova che il funzionale J & con-
vesso, differenziabile secondo Gateaux in Wi (Q) e risulta:

|7]=2
[s]=2 Q

JV (u,v) = Z fa,stuD’ﬂdx+fE(%—‘If)+7/dx—
!

»—fe (@ —w)yrvdy — (g, ) Y (i, v)e (Ws (Q)2;
nonché:

TEOREMA 1. — Qualungue sia wue Wi (Q), le proposizioni seguenti sono
equivalents.

\

a) u & soluzione del problema (1).

6) u ¢ soluzione dellequaszione variazionale (dei lavori virtuals):

(2) ueWﬁ(Q}:IZ ’a,SDSuDrydx+jE<u—qf)+vdx—
rl=2 . «
Q

[s|]=2 Q

—fe(@—u)‘*vdx:(g,w Voe Wi (Q).
o

¢) u & soluzione della disequazione variazionale di tipo misto:

ue W (Q): IE J 2, D u D" (v — ) dx + %j E({(v —Y)"2dx +
rj=2
lsj=2 Q Q

3| eq@—ordr— 3| Eu—wrds ~%fe (@ — e de >
Q Q Q

>{g,v—uy VoeWs(Q).
TEOREMA 2. — [/ problema (1) ammette soluzione unica.
Supposto ora Qe R, denotiamo con # la normale esterna a 2Q

e, Yve W2(Q), con do/dn la derivata di v secondo la direzione ed il verso
di #; indichiamo poi con s la misura curvilinea su aQ [3].
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TEOREMA 3. — Nell'ulteriore ipotesi Qe RO le proposizioni Seguents
sono equivalents:

a) u & soluzione del problema (1).

by u ¢ soluzione del problema ai limiti:

2 D7 (@, D'u) + E(@—"¥)r—e(® —uyt=g suQ

|r|=2
\ —2
G wewrQ: "
u du o} 20
== - q.0. su .
‘ dn 574
Dimostrazione. — In virth del Teorema 1, basta osservare che, risul-

tando [3]:

Wi (Q) = { we WE(Q) ]w:%%—-:o §=q.0. su aQ},

il problema (3) equivale ovviamente al problema (2).

2. — Diamo ora qualche risultato di regolaritd per la soluzione del pro-
blema (1).

Per ogni 3 > o poniamo:
Ss={yeR¥| |y | <8 B={y =, weR| |y| <3,3 >0},
W (Z5) = {ve L2 (Z5) | 38, Jo, 3[2' v (¥) =0 per |v| >3},
e denotiamo con ss la misura curvilinea su X5 [3].
Poniamo ancora, per ogni 4e R:
= (h,0) Zgz{yezsly—FhleEg},
e, se ve L2 (Zy):

v(y +4H)—v(y)
)2

env () = q.o. su X (h 7 0) ;

consideriamo infine la forma bilineare integro—differenziale:

b (u,v) = mgz f by D*uD v dy ¥ (u,v)e (W2 (Zs))?,
|sj<2 s

con b,,e L% (Z5) e soddisfacente la condizione:

5(7/,7/)250”2 J[Dr'dey VYoe Wi (Z5) VW (Z5) (8, = cost. > 0).
=2
. 5



ALDO MACERI, La piastra incastrata in presenza di ostacols 311

LEMMA 1. — Swupponiamo b,,e C** (Zs). Se ue W2 (Zp) & tale che:

o
u:—af—zo $5 — q.0, su {(x,x,)e 0% | x, = o}
2

[6@,0) | <& |vlwes  Voe WoE)OW (Z5) (8 = cost. > o),
allora qualunque sia 8'c o, 3 :
nwe W2 (Zar) , l#llwacmany < v (0 + | # lwezy)
dove v = v (3, b,,).
Dimostrazione. — Siano & < 3, <0 8, < 8, < ¥, 7€ C¥(Ss,) con 7 = 1

su §sz , U= nu , ﬁo = min {8 —_ 84 s 84 _— 83 , 83 —_— 8.,]} Mostriamo che:

] 2
e =2 — D"aelXZs), || — D" 4 < cost. (0’4 {| 2 .
4) per |7] B (2s) o . (6" 4| 2 lwaza)
Anzitutto, se 0 < | 4| < /4, si ha:
ES4EE§ , pr# =o0 su 22—283,
2
oy 1 = e (pn#) =0 ss—q.0. su {(x1, %) € d2g, | x5 = O} ;
2

dunque, posto p,% =0 su X5-— Xf, & ovvio che g,iie Wi (Z5) OW (Zs).
Siano ora e W (Z5), con v =0 su 3 — 25, € 0<|%| <hy. Risulta
np_pve Wi (Zp) VW (Zs); pertanto [s5]:

]
|6 Con e, ) | < cost. (4 + || wljwesy) ('H};‘,z Jipro k).
5

Da questa relazione, per v = p, %, si ha:
| 3
W B, [1I0eard) <o @t lulvs)  per o< 41 <
r|=2
z3

se ne trae la (4), e da essa [5] la tesi.
Il Lemma 1 consente di provare il seguente risultato di regolarita:
TEOREMA 4. — Se: .
' QeRP' | 4,eCM@ |, geW-1(Q),
allora la soluzz'on’e u del problema (1) appartiene a W3(Q) e si ha:
2 ftwseoy = Y (1 ¢ flw-1c + | E flueoqey || (¢ — ) [lLagey +
Hlelluoocy [| (P — )" |lLe ey + || 2 [weay)

dove v =y (@rs, Q).
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Dimostrazione. — Risulta [1}]:

@) Qualunque sia I'aperto ' avente chiusura contenuta in Q si ha:
ne W2 (Q), | #|lwean < v (I g lw-r@y + 1 E lieeoen [| (¢ — W) Loy +
e i | (@ — @) flacey + || % [lw2 )

dove ¥ = ¥ (a,, ).

Sia ora ¥ un arbitrario punto di 9Q. L’ipotesi Qe R®*' comporta
I'esistenza di un intorno aperto U di Z#, di un 3 >0 e di un’applicazione
invertibile T = (T, | T,) di S5 su U tali che:
9Ty, Ty
d(n, )
T (Zs) = U+ essendo Ut = QNU,

TeC™ (Sy), T-1e C*' (U), (y)‘ =1 VyeSs,

Posto, per ogni (7, @)e (W (Zs))%, v =3 o T-1 e w =@ o T-1, consideriamo
la somma:

(s) lré J @y (%) D*0 (2) D" (x) dx .
ls|]=2 U*

Effettuando il cambiamento di variabile x = T () ed esprimendo (D* ) (T (%))
e (D"w) (T () in funzione delle derivate rispettivamente di ¥ e @, la (5)
assume la veste:

S |t ampa Gy,
|§lgz 3
dove 4,,6 C"' (Zs) e dipende soltanto da a,, e T.
Circa la forma bilineare integro—differenziale:

b(5 , W) = ; f&rstz"/D'z“e/dy V (5, w)e (Ws (Zs))2
Kx[ézz Y
osserviamo che, se 7 Wi (Z5) N W (Z) e
s voT-1 su U+
Y =
? o) su Q—TUH+,

risultando:

ve Wo (Q) , )] J|Dra|2dy§cost.2 ];Dw;zdx,

jr]=2 ri=2
s
si ha [5]:
; ,é,s(y)Dsz"/(y)D’z?(y)dyZcost. > f|Dw7 [2dy.
|I:|§§ )53 =2 i-‘-8

Cid premesso, sia & un arbitrario elemento di Wo (Z5) N'W ().
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Posto:
S foT-t su U+
?O su Q—U+

dalla relazione:

[r|=2
|s|=2 Q

> fa,s(x)D”u(x)Drv (x)dx = (g, v) me(u_qf)deJrfe@ — Wrodx
Q Q

si trae:

6@, 9) | = (l7lw-20) + | E o || (¢ —¥)* ey +

+llelle@ | (P — 2 lLe@) | 7 flwr s -

Ne segue, per il Lemma 1:
de WP (s), [ #lwemsny =Y (T, @, ) (17 w1 +
T E o | (2 — ) ez + Il el [ (P — )™ [le @+ 1] % [lwe )
qualunque sia &€ Jo, 8[. Pertanto, posto U’ =T (Ss) ed U'+=U'NQ,
sia ha:
ue W (U™, lullwswryy < v (T, ap, 8) (7 w1 +

T E o | (8 — W) F 2@ + lle ooy | (P — )t [z + || # lwe) -

La regolarita al bordo & cosi acquisita; ne segue, tenuto conto della ),

la tesi.

Con procedimenti analoghi a quelli utilizzati per il Lemma 1 e per il

Teorema 4, si prova infine:

LEMMA 2. — Supponiamo b, CV" (Z5). Se ue W2 (Zs) & tale che:

U

=0 $6—q.0. s {1, %) € 325 | ¥y = O}
- 90Xy

U =

|6 (2 ,v) | < 8" || vlleey) voe Wi (Bs) N W (Zg) (8" = cost. > 0),
allora qualunque sia d'e lo, [ :
ue W (Zgr) , | #llwamey < ¥ (6" + || # llwecza)

dove v = v (¥, b,y).
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TEOREMA 5. — Se

2

Qe RO! a,eCV"(Q) |, gel2 ),
la soluzione w del problema (1) appartienc a W*(Q) ¢ si ha:
l2lws@ = v U7 lle@ + T E [l [| (2 — )" ey +

Tl el | (@ —2)* @ + | % [lwe@)

dove ¥ = ¥ (a, , Q).
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