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M eccanica. —  L a  piastra incastrata in presenza di ostacoli(*K 
Nota di Aldo M a c e r i  (**>, presentata (***} dal Corrisp. E. G i a n g r e c o .

RÉSUMÉ. — Une plaque élastique encastrée au bord et transversalement chargée est 
forcée par des obstacles élastiques unilatéraux. On donne les propriétés qualitatives de la 
solution du problème.

Si studia la p iastra incastrata al contorno, trasversalm ente caricata ed 
eventualm ente forzata dai due lati da ostacoli elastici unilaterali.

Si fa per la piastra, che occupa nel suo piano medio xx x 2 la regione 
lim itata e connessa £ì, l’ipotesi di elasticità lineare, non necessariamente 
isotropa; i carichi applicati q e gli spostam enti u sono positivi secondo x 3 
(la terna Ox1x 2x 3 è destrorsa); positiva secondo x 3 è pure la reazione r 
esplicata dagli ostacoli, di equazioni Y  =  Y  (xx , x 2) e <D =  <D (xt , x 2), cui 
si assegna la forma:

nella quale E  , e sono non negative.
Il problem a dell’equilibrio elastico può essere convenientem ente form u­

lato per via energetica.
Siano pertanto: Q un aperto lim itato e connesso di R 2 di classe R(0) [3],

A =  2  (ars D's) (ars e L°°(D ), ars =  as7) un operatore differenziale del 
m=2 
l*l=2

quarto  ordine tale che

^  i f  arsDsv D rv d x > a 0 ^ J  \D r v \* d x  V ^eW o(O ) (a0 =  cost. >  o),

r  =  — E (u — Y ) + +  e (<D — u)+

j s j =2 a

E eL °°(Q ) con E > o  q.o. su £ 2 ,eeL °° (Q ) con c > o  q.o. su 0 , ^ e L 2(f2), 
O e  L 2(0 ) , q e  W "* (Q ).

Posto Vz>eWo(0):

n

(*) Lavoro eseguito con il contributo finanziario del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(**) Istituto di Scienza delle Costruzioni della Facoltà di Ingegneria di Napoli.

(***) Nella seduta del 27 novembre 1979.
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consideriamo il problem a di m inim o per il funzionale dell’energia:

(1) Trovare u e  Wo (O) tale che :

J («) <  J (o) Vve. Wo2 (Ü ) .

Nel successivo paragrafo 1 si stabiliscono le formulazioni equivalenti al p ro­
blem a (i), del quale si assicura poi l’esistenza e l’unicità della soluzione.

Nel paragrafo 2 si determ inano infine le proprietà di regolarità della 
soluzione stessa.

i. -  Procedendo come in [4], [5] si prova che il funzionale J è con­
vesso, differenziabile secondo G ateaux in Wo (£2) e risulta:

J ' (u , v) —  ̂2  j  ars u D r v dx  -f- j '  E (u — Y ) + v dx  —
PI=2 a a

— j* e (O —■ u)+ v dx  —• (q , v) V (u , v) e (Wo (O))2 ; 
n

nonché:

T eorèm a i. -  Qualunque sia u e  Wo (O), le proposizioni seguenti sono 
equivalenti.

a) u è soluzione del problema (1).

b) u è soluzione delVequazione variazionale (dei lavori virtuali)'.

(2) u e Wo (O) :  ̂2  j  ars u T)r v dx  +  j E (u —■ T)+ v dx  —
PI=2 à à

— j* e (O — u)+ v dx  =  (q , v) \/ve  Wo (£2). 
à

c) u è soluzione della disequazione variazionale di tipo misto'.

u e  Wo (£2) : 2  i ars u D r (v — u) dx  +  \  I E ((«/ — T » 2 dx +
\r | = 2 J J
PI =2 a a

+  J  I c ((O — v)+f dx  — \  I E ((« — T )+ ) 2 dx —  \  I* e ((® — u)+)2 dx  >  
à q a

~> {q,v  — u) V ve  Wo (£2) .

T eorem a 2. — I l  problema (1) ammette soluzione unica.

Supposto ora £2 e R ^ ’1, denotiam o con n la norm ale esterna a 3 0  
e, V ve  W 2 (O), con dvjdn la derivata di v secondo la direzione ed il verso 
di n\ indichiam o poi con s la m isura curvilinea su 3 0  [3].
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T eorem a 3. -  N elVulteriore ipotesi Q e R(0)>1, le proposizioni seguenti 
sono equivalenti'.

a) u è soluzione del problema (1).

b) u è  soluzione del problema ai limiti'.

I S  D r (afS D s u) +  E (u —• T ) + ■— e (® — u)+ = q su O
\ |f|-2

(3) « e W 2(Q): '  |s|“ 2
I du! u =  — = 0  s - q .o .  su 312 .

d n

Dimostrazione. — In  virtù del Teorem a 1, basta osservare che, risul­
tando [3]:

Wo (£2) =  I w  e W 2 (Q) | w =  ^  =  o s -  q.o. su dQ 

il problem a (3) equivale ovviam ente al problem a (2).

2. -  Diam o ora qualche risultato di regolarità per la soluzione del pro­
blem a (1).

Per ogni § >  o poniamo:

Ss =  { j/e  R 2 I \ y  | <  8} , S 8 =  {y  =  (yi j 2) e R ! | |y  | <  S , y 2 >  o } , 

w  (S s) =  {ve  L 2 (S8) I 3S„6 ]o  , S [ s 'z /  {y) =  o  per ] } ,

e denotiam o con ss la m isura curvilinea su aS8 [3].
Poniam o ancora, per ogni i e R :

h1 =  (h , o) , S 8 =  {y e S 8 13/ +  A1e S 8} ,

e, se z /eL 2 (S8):

/  x  V ( y  +  h1) —  V (y) h
?h v (y) =  — ------ T-----q.o. su ss (h o) ;

consideriamo infine la form a bilineare integro-differenziale:

b (u f v) =  2  brsDs u D r v dy  V (u , v) e (W2 (Ss))2,
|r| <2 J
| s | < 2

con brse L 00 (Ss) e soddisfacente la condizione:

b (y , v) >  bQ 2  I I v. |2 dy  \/v e Wo (Ss) H W  (S8) (b0 =  cost. >  o)
|r|=2 J
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Lemma i. -  Supponiamo ^ e C 0,1^ ) .  Se u e  W2 (2S) è tale che\ 

du
U =  ~3x^ =  °  S* ~ ~  q*°* su { ( X l ’ e I * 2  =  o}

I b (u yv) I <  br II v ||w1 Il * *(Es) \lve  Wo (S§) n  W (2§) (b* — cost. >  o) ,

allora qualunque sia S 'e  ]o., §[ :

u e  W3 (S§/) , Il ^||w3(Es') <  y (Æ' +  || u ||w2(s8>) 

dove y =  y (S', brs).

Dimostrazione. -  Siano 8' <  82 <  S3 <  S4 <  8 , 7) e Cjj°(S8g) con 4 =  1 
su S8a , ü =  i]u , A0 =  min {8 •— 84 , 84 — S3 , S3 •—• 87,}. Mostriamo che:

(4) per 1 r
d a

| =  2 - — D '«eL*(Z#), Dr £ cost. (<5/ -j- H ^ ||w2/s*)) .ty  1 L2(S8) v 11 ,|W(2j«V

Anzitutto, se o < \ h 1 <  h 0 si ha:

Ss4 £  Sg , 9hü --= o su 2 s - S 83)
3

Phü = !OII< q.o. su {(*!, *2) e 3Ss3 I *2 =  o} ;

dunque, posto ph ü =  o su S 8 — S s , è ovvio che ph ü e W 20 (S8) O W (S8) . 
Siano ora »eW o(X 8), con v =  o su S j - S 8„  e o < \ h \ < h 0. Risulta 
v)p_A we Wo (S8) H W (S8); pertanto [5]:

I b (pa ü , v) I <  cost. (£ '+  ü u ||w2(Ss)) ^ 1 S  J  I D’- v |2 ày \  .
ss

Da questa relazione, per v =  ph ü, si ha:

0̂ |  J"| Dr pA « |2 dy^ <  cost. (£' +  Il « llwsfSg)) per o <  | h | <  h0\

se ne trae la (4), e da essa [5] la tesi.

Il Lemma 1 consente di provare il seguente risultato di regolarità: 

T e o r e m a  4. -  Se:

Q e R (2)>1 , ars<= C0,1 (Q) , ? e ..W-1 Il * *(Q ),

allora la soluzione u del problema (1) appartiene a WS(Q) e si ha:

Il ¥ ||w3(Q) <  Y (Il q Hw-qn) +  || E ||lo°(Q) || (u — VF)+ ||l2(Q) +  

+  Il e  ||l°°(Q) Il (®  —  u )+  ||L2(n) +  || u  ||wa(ß))

dove y =  y (a„ , Q).
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Dimostrazione. -  R isulta [ i ] :

a) Q ualunque sia l’aperto O' avente chiusura contenuta in Q si ha:

uQ W 3 (O ') , Il u ||w8(Q') < y ( j \ç  ||w-1(£ì) +  Il E  ||too(n) || (u — Y)+ ||L2(£2) +  

+  Il e ||l~(0) Il (O — u)+ ||L2(n) +  Il u ||w2(n))

dove y =  y (ars, O').
Sia ora x un arbitrario  punto di 3 0 . L ’ipotesi O eR *2*’1 com porta 

1’esistenza di un intorno aperto U  di x t di un § >  o e di u n ’applicazione 
invertibile T  =  (Tx , T 2) di Sg su U  tali che:

T s  C2’1 (Ss) , T -1e C2’1 (U) (T x, TQ
Oi > yì)

v> 6  s8,

T (Ss) =  U+ essendo U+ =  O f lU  .

Posto, per ogni (v , w) e (Wo (Ss))2, v =  v ° T “1 <t w =  w  ° T - 1, consideriamo 
la somma:

(5) S  ars (x ) v (x ) D r w (x) dx  .
|r |=2 J 
|s| =2  U+

Effettuando il cam biam ento di variabile x  =  T (ÿ) ed esprimendo (Ds v) (T (y)) 
e (TDrw )(T  (yj) in funzione delle derivate rispettivam ente di v e w, la (5) 
assume la veste:

2  I bt> O ) Ds s  O ) Dr ™ O )  dy ,ri <2 J
|s| <2 Ss

dove brse C0,1 (Ss) e dipende soltanto da ars e T.
Circa la forma bilineare integro-differenziale:

b(v  , w) — 2  brs D s v Dr w dy V (y , w) e (Wo (Ss))2 
|r|<2 J
s|<2 Ss 

r2osserviamo che, se v g Wo (Eg) O W  (S8) e:

j v o T “ 1 su U+

( o su O — U+,
V —

risultando:

v e  W 0 (O) , 2  I D r v |2 dy <  cost. 2  j | D r v |2 dx  ,
kj—2 J |r|=2 J

S 8 U+

si ha [5]:

2  I &rs (ÿ)  D s v (y) T>r v (y ) dy >  cost. 2  \ \D r v \2 dv .
k|<2 J |r| =2 J
p |<2 S$ SS

Ciò premesso, sia v un arbitrario  elemento di Wo (Ss) Cl W  (S8).
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Posto:

ü =  u o T  , v —
j V ° T - 1

ì o
su U + 

su Q — U+,

dalla relazione:

2  j a rs(x ) ^ Su(x ) ^ rv (x)àx  =  (q , v ) — j E (u —■T)+^dx  j e (® — u)+và x
I r,l«j=2 n

si trae:

\ b (ü , v) I <  (y q Hw-Vo) +  Il E I|l °°(O) Il (u — T)+ ||L2 (fi) +

+  Il e | |l~ (0) Il ||l2(o)) || v Hw ŝs) .

Ne segue, per il Lem m a 1:

ü e  W3 (S§/) , y ü ||w 3(L§') <  T (T , ars, 8') (|| q Hw-^o) +

+  Il E ||l~ (o) Il (u — Y)+.||L2(o) +  Il e ||L°°(o) || — 2<0+ ||l2(Q) +  || u ||wa(n;)

qualunque sia 8 'e  ]o , S[. Pertanto, posto U ' — T (S§') ed U ,+ =  U ' O O, 
sia ha:

ü e  W3 (U'+) , y u ||w 3 (U'+) <  T (T , ars, 8') (|| q Hw1̂ ) +

+  Il E ||loo(Q) Il (u —  xE )+ ||l2(Q) +  ||e ||l°°(Q) || — ■ ^ )+ ||l2(Q) +  || u  ||w2(Q)) .

La regolarità al bordo è cosi acquisita; ne segue, tenuto conto della a), 
la tesi.

Con procedim enti analoghi a quelli utilizzati per il Lem m a 1 e per il 
Teorem a 4, si prova infine:

Lemma 2. -  Supponiamo ^ e C 1’1 (S8). Se u e  W 2 (H§) è tale che\

u — . du — q -  q.o. su {x1 , x2) e I x 2 =  0}
* dx2

\ 6 ( u , v ) \ < 6" \ \ v  Uwes« Vw s  W 02 (S8) n W  (S8) (b" =  cost. >  o) ,

allora qualunque sia S 'e  ]o , 8[ :

UB W 4 (S8<) , Il u ||w“(S8') <  y (b" +  Il u ||w2(Ss)) 

dove y =  y (S', Æ„).
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T e o r e m a  5. -  Se

Q e R (8M , au e C1’1 (Q) , ? e L2(ü) ,

la soluzione u del problema (i) appartiene a W 4 (O) e si ha :

Il u ||w4(Q) <  Y (Il q ||l2(ü) +  Il E ||loo(Q) || {u —  T)+ ||L2(Q) +  

+  Il e ||l°°(Q) Il (O —  u)+ ||L2(0) +  ü U ||W2(Q)) 

dove y =  y ([ar s , û ).
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