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Fisica matematica. — Swlla propagazione di onde di accele-
razione in un fluido micropolare viscoso®™. Nota™ di ANTONIO
Cravuprio GrioLri, presentata dal Socio D. GRAFFI.

SUMMARY. — Propagation of acceleration waves is impossible in classical viscous fluids.
One could suppose that the same could occur in case of viscous fluids with structure.

Speaking of adiabatic or isothermal cases I have found that propagation of acceleration
waves is actually possible in a subclass of such continua. Only longitudinal waves carrying
discontinuities in the first derivatives of the velocity are possible but not waves carrying
discontinuities in the first derivatives of the angular velocity.

E noto come in un fluido viscoso classico sia impossibile la propagazione
di onde di accelerazione. Cid & dovuto alle limitazioni di carattere termodi-
namico cui debbono soddisfare i coefficienti di dissipativita.

Appare legittimo il dubbio che una circostanza analoga possa ripresentarsi
nel caso di fluidi viscosi con struttura, a causa del maggior numero di coeffi-
cienti strutturali presenti.

Limitandomi a considerare casi adiabatici o isotermi, trovo che in una
sottoclasse di tali continui la propagazione di onde di accelerazione & effetti-
vamente possibile; tale sottoclasse & caratterizzata da certe relazioni cui deb-
bono soddisfare i coefficienti di viscosita e che fanno si che il fluido non presenti
viscosita per certe classi di moti (ad esempio per un moto in cui & nulla la
velocitd angolare ed il campo delle velocita inerenti agli spostamenti' & irro-
tazionale).

Soddisfatte tali relazioni, sono possibili soltanto onde longitudinali tra-
sportanti discontinuitd delle derivate prime della velocita, mentre non sono
comunque possibili onde trasportanti discontinuitad delle derivate prime delle
velocita angolari.

La velocitad di propagazione & costante se il fluido € in uno stato di equi-
librio nella regione non perturbata, e coincide con quella che si ha nei fluidi
classici non viscosi, e la propagazione avviene per raggi rettilinei e onde
parallele.

1. — PREMESSE. CONTINUITA DEGLI SFORZI E DELLE COPPIE DI CONTATTO
ATTRAVERSO IL FRONTE D’ONDA.

Riferito lo spazio ambiente ad un sistema di coordinate cartesiane orto-
gonali (0x;), indicherd con la virgola la derivazione parziale rispetto alle
x; € col punto la derivazione lagrangiana rispetto al tempo. Sia C un fluido

(*) Lavoro eseguito nell’ambito di gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia 1’8 ottobre 1979.
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di Cosserat, omogeneo, linearmente viscoso e isotropo; dette #; e {y; le matrici
che caratterizzano lo stress e le coppie di contatto, le sue equazioni costi-
tutive sono:

ty = (— I 4,0 8 4+ 1 (Vi ) + % Ok — ear ©7)

(1.1)
b = a0, O + Boy; + yo i

dove v;, indica la velocita, w; la velocitd angolare e Il la pressione, che, nei
casi isotermo o adiabatico che nella presente nota mi limiterd a considerare,
puo essere espressa in funzione della densitd p mediante 'equazione:

(1.2) II=1I(p).

Infine ey, rappresenta il tensore di Ricci.

I coefficienti di viscosita A, W ecc. sono generalmente funzioni delle
variabili di stato, ma nella maggior parte dei casi le loro variazioni sono
insignificanti (vedi ad esempio {5] p. 64) cosi che possono essere considerati
come costanti. Essi debbono soddisfare alle seguenti condizioni, di natura
termodinamica @

3r+2pu+y =0 2+ =o X =0

(1:3)
3et+B+y=o0 —y=p=vy Y=0

conseguenza della disequazione di Clausius Duhem.
Tenuto conto delle (1.1), le equazioni di campo sono:

— I+ Q4 ) Vi + @ 0 Viae + AEwm @m0 (Fr— V) =0

(1.4) .
(o0 + B) g1 + YO + Xtk Vit — 2 Ao + o (M;— joo) = 0

ove j & il micromomento d’inerzia, costante, nel caso in esame di un fluido
isotropo, lungo le linee di corrente, e F, e M, rappresentano rispettivamente
le forze e le coppie di massa.

Infine vi ¢ I'equazione di continuita:

(1.5) e+ pvn=o0.

Suppongo che il fluido sia sede di onde di accelerazione, trasportanti discon-
tinuitda di prima specie delle derivate prime della velocita ¢ (o) delle velocita
angolari. Sia o, la superficie, che supporrd dotata di tutte le proprietd di rego-
larita necessarie nel seguito, rappresentante il fronte d’onda di equazioni
parametriche: ’

xizxi@l:z;z:t)'

(1) La possibilitd di considerare qualcuna delle (1.3) come uguaglianza discende dal
considerare la nota relazione termodinamica dell’entropia come possibile uguaglianza anche
nel caso di parziale irreversibilitd. In tal caso gli effetti della viscositd si risentono perd solo
per certe classi di movimenti, e non per tutti come risultera pitt chiaro nel seguito.

17. — RENDICONTI 1979, vol. LXVII, fasc. 3-4.
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Detto N, il versore della normale a6, (orientato nella direzione di propaga-
zione) sussistono le relazioni:

(1.6) Nh X = O él‘A = — Xr N';,/A Nh/l" = — 5% XpA

ove bpa ¢ il tensore della seconda forma fondamentale su o, e con la sbarretta
si ¢ indicata derivazione covariante sulla superficie.

Gli indici greci variano da 1 a 2 e possono essere innalzati o abbassati
mediante 'uso del tensore della metrica su o,:

ArA = Xpr XpA -

Indifferente & invece la posizione degli indici latini (che variano da 1 a 3)
poiché essi si riferiscono a coordinate cartesiane ortogonali.

Data una funzione ¢ (x , #) continua ovunque, ma le cui derivate parziali
prime e seconde presentano delle discontinuita di prima specie nell’attra-
versamento di o, indicando, com’¢ abituale, con una parentesi quadra tali
discontinuita, si ha:

[¢.,] = TN, [¢] = —VT T = [o,i NJ] T" = [9,s N, N,]

1.7
( > [(P,rs] = T’ Nr Ns -+ (xf Ns + xf‘ Nr) T/l" —= X7 XsA bFA T.
Dalle (1.7) con le posizioni:
U, = [v,s Ny] U;' = [vy,sn Ny N4J W, = [o,,s Ni]

1.8 .
( ) W;' = [(‘)r,sh Ns Nh] A= [H.s Na] B = [9:8 NS]

si ottehgono le relazioni:
] =0 ] =U, N, [v:] = — VU,

[vr,5] = Up Ny N, + (a8 Ny + 23 Np) Uyyr — ior na 5 U,
[o] =0 o] = W, N, [o] = — VW,

1.9) ,
-9) [o,0] = Wy Ny N, + (aF Nj, + 23 Ny) Wyr — Zor 2aa 87 W,
M=o  [I,]=AN, (1] =—VA
[pl=o0 [e.s] = BN, []=—VB

ove V indica la velocith di propagazione di o, rispetto al continuo, data da:
V = un — 0 'N

e u, la velocitd di avanzamento normale.
Dalle equazioni cardinali di C, segue la continuita degli sforzi
. . . . @
e delle coppie attraverso. s, nel caso di onde di accelerazione ®.

(2) Vedi ad esempio [2] p. 545 sgg.
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Deve dunque essere:
(1.10) [4a Nzl = [duNz] =o.
Da (1.10), facendo uso delle (1.9), si ottiene:

A+ UNN @+ U =0

(1.11)
(x 4+ B) W-NN; + yW, =o.

Da (1.11), si traggono le due alternative ®:

@) U & perpendicolare ad N; si ha allora:
(1.12) U.N=o n+yx=o0
(1.12),, tenuto conto delle (1.3) implica:
(1.13) w=yx=o0 ty = (—T +v,,,) 3y
6) U & parallelo ad N; si ha allora;
(1.14) U =TUN At+2uty=o0
(I.I4);, tenuto conto delle (1.3), implica:
(r.rs)  A=o L=—2p ty=— T8y + w (Ve — iz + 2 emr @) -

Analogamente da (1.11), si traggono le due alternative:

a') W & perpendicolare ad N;-si ha allora:
(1.16) W.N =o y=0
(1.16),, tenuto conto delle (1.3), implica:
(1.17) P=y=o by = ow,,, Oy
6"y W & parallelo ad N; si ha allora:
(1.18) W = WN oa+B+y=o0
(1.18),, tenuto conto delle (1.3) implica:

(1.19) % =0, y=—28 Y = B (0,1 — op,8) -

2. — VELOCITA DI PROPAGAZIONE; CASI DI ESCLUSIONE.

Le (1.13), (1.13), (1.17), (1.19) rappresentano delle condizioni necessarie
per la propagazione in C di onde di accelerazione.

(3) Evidentemente supponendo U # o visto che si cercano onde di accelerazione.
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L’approfondimento delle questioni poste implica la considerazione delle
equazioni sulle discontinuitd che si ottengono dalle equazioni di campo.
Supposte continue attraverso ¢, le forze e le coppie di massa, esse sono:

— L] + O+ ) el + @+ 0 Dewd + xSmm [On,] — [ev] =0
(@ + B) [opm] + ¥ (0] + Xetm Vmel —2 x [01] —[gFén] = 0.
Dall’equazione di continuitd (1.5), facendo uso delle (1.8), (1.9), si trae:

pUn Ny
A%

(2.2) [p] = —pUrN, B=

Facendo uso delle (1.2), (1.8), (1.9) e (2.2), si ottiene:

o Ui U, N, [ 40

(3 [M]=1 = o

N, A=1I"p

Sviluppo lalternativa ). Tenuto conto delle (1.9), (1.12), (1.13), (2.3)
da (2.1), si trae:

(2.4) A(U N +21 U,r) N, + VU, = 0.

La (2.4) consta di due termini fra loro ortogonali, che devono quindi annullarsi
entrambi. In particolare deve essere:

VU1=O

che mostra come non possano propagarsi onde corrispondenti all’alterna-
tiva ). Sviluppo !alternativa ). Tenuto conto delle (1.9), (1.14), (I.15),
(2.3), da (2.1); si trae:

I’ ,
(2.5) « (— VeU + U -N + pVU) N; + uUir 2 —

— pU; — 2 peyy W, Ny = 0.
Da (2.5), per saturazione con Nj, si ottiene:
(2.6) ‘ V=0

ove con II’ si & indicata la derivata di IT rispetto a ¢.
Per saturazione con x si ottiene poi:

(2.7) Ur =Ujxmr + 2 g4, W, N

Considero ora l'alternativa &’). Tenuto conto delle (1.9), (1.16), (1.17), e del
fatto che le uniche discontinuity delle derivate prime di © che possono
propagarsi sono longitudinali (da U = UN segue g, U, N; = 0), da (2.1),
si trae:

(2.8) o« (W N+ Wyrap) Ny + o/ VW, =0
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(2.8) consta di due termini ortogonali fra loro e implica dunque:

da cui segue l'impossibilita di propagazione di un’onda corrispondente alla
alternativa a').

Considero infine I'alternativa &"). Tenuto conto delle (1.9), (1.18), (1.19)
e dell’annullarsi di gy, U, Ny, da (2.1), si trae:

(2.9) B(W N+ of VW) N, + gWpr a7 — BWi = o.
Saturando (2.9) con N; si trova:
e/ VW = o

da cui si vede l'impossibilita di propagazione anche di un’onda corrispon-
dente all’alternativa &’).

OSSERVAZIONE. — Poiché, a causa dell'impossibilitd di esistenza di onde
di accelerazione trasportanti discontinuita delle derivate prima di w, nelle
(1.9) deve pensarsi W = o, tenuto conto di (1.14), dalla seconda delle (1.4)
si trae:

(2.10) (« +B) W -NN; + yW; =0

dalla quale, ripetendo i ragionamenti fatti su (1.11),, si deduce in generale

Pannullarsi di W', a meno che i coefficienti di viscositd «,f € y non sod-
disfino alle (1.17), o alle (1.19) nei quali casi sara

(2.11) W.N=o0 oppure W' = W'N.

3. CONCLUSIONE

Si pud quindi concludere che in generale non sono possibili onde di acce-
lerazione in un fluido viscoso di Cosserat. Soltanto in casi particolari, cioé
quando i coefficienti di viscosita soddisfano alle (1.15), sono possibili solo onde
di accelerazione longitudinali, trasportanti soltanto discontinuita delle derivate
prime delle velocitd, ma non delle velocitd angolari.

Fluidi soddisfacenti alle (1.15) sono pero soltanto parzialmente viscosi.
Infatti essi presentano viscosita solo per particolari classi di moti (ad esempio
per un moto in cui sono nulle le velocita angolari e il campo delle velocita

3\

inerenti agli spostamenti & irrotazionale) come si vede da (1.1%),.

In ogni caso, soddisfatte le (1.15), si ha propagazione con la stessa velo-
citd che nei fluidi classici non viscosi. Inoltre tale velocitd & costante e la
propagazione avviene per raggi rettilinei ed onde parallele se il fluido & in uno
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stato di equilibrio nella regione non perturbata poiché la costanza di ¢ implica
quella di IT". Da osservare infine che un’onda di accelerazione, nell’'unico caso
in cui essa & possibile, induce in generale anche discontinuitd delle derivate
seconde di v, come si vede da (2.7) per W,, = o.
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