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Geometria algebrica. — SulV annullamento di certi gruppi di 
coomologia di una varietà normale(*h N o ta (**) di M auro B eltra- 
metti e M arino P alleschi, presentata dal Corrisp. E. M archionna.

SUMMARY. — In the first part of this work (sects. 1-3) we consider an irreducible normal 
variety V3 of dimension 3 in a complex projective space. Let p a (V3) and Pa (V3) be the 
virtual arithmetic genus and the second arithmetic genus of V3 respectively. We prove 
that the equality p a (V3) =  Va (V3) holds i f  and only i f  V3 is Cohen-Macaulay. As previously 
remarked in [11], we obtain the relation Pa (V3) >  pa (V3) for any normal V3. We also give 
an example of V3 ’s on which the inequality Pa (V8) >  p a (V3) holds. The problems we 
treat here are strictly close to some arguments geometrically developed by Marchionna 
in [ii] .

In the second part (sec. 4) we consider a normal algebraic variety of dimension 
d  >  2, in a complex projective space. Suppose Vd has multiple subvarieties of dimension 
at most k (k <  d — 2). By employing a theorem due to Grauert-Riemenschneider, we 
prove that (V d , cov^ ® F )  ~  o, (i >  k), where cov  ̂ denotes the dualizing sheaf, and F  
is an ample (invertible) sheaf on Vd . This fact implies the strong theorem on the regularity 
of the adjoint cm a normal variety with isolated singularities.

I. -  Nello spazio proiettivo complesso Sy si consideri una varietà alge­
brica V d (irriducibile) normale, di dimensione d. Nel seguito si denoterà con 

(Vd , F )  il ^-esimo spazio della coomologia di V d a coefficienti in un fascio 
algebrico coerente F , con hq (SP) la sua dimensione, con

la caratteristica di Eulero-Poincaré di V d a coefficienti in F . Come è noto, 
ad ogni divisore D di V d è possibile associare il fascio algebrico coerente 
(V (D) dei gerfni delle funzioni razionali multiple del divisore -D; per brevità 
si porrà anche hq (D) — hq (J9 (D)).

Tornerà utile ricordare che per una varietà normale V d le seguenti pro­
prietà sono equivalenti'.

(a) Vd è una varietà di Cohen-Macaulay (1>;
(b) per ogni fascio F  localmente libero su V dì risulta H* ÇV d , F  (— n))=o  

con n intero abbastanza elevato e q < .d — 1;
(c) TE (Vd , 0 (— nj) =  o per n intero abbastanza elevato e q < d  — 1.

L’equivalenza delle proprietà (a) e (,b) segue dal teorema 7.6, III, p. 243 
di [6] ed è ovvia l’implicazione (b) =4> (̂ ). L’implicazione (c) => (a) discende

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1979.
(1) Ciò significa che per ogni punto di Vd la spiga in * del fascio strutturale 6  =  

è un anello di Cohen-Macaulay.
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dal teorema 6.1 contenuto in [14] ma può anche essere conseguita con lo 
stesso ragionamento che figura in [6] nella dimostrazione (ii) => (i) del teo­
rema 7.6, III.

Denotata con E la generica sezione iperpiana di una varietà normale 
V d, poiché sussiste l’isomorfismo 0 (s) ~ (P(sE), per ogni intero relativo j, 
si ha che una varietà normale V d è dì Cohen-Macaulay se e solo se risulta 
hé (-— nE) =  o con n intero abbastanza elevato e per i =  1 ,2 , d  — 1
(si noti che in ogni caso è h° (— nE) =  dim | — nE | +  1 = 0  per n >  o).

Ciò posto, si considerino sopra un’arbitraria varietà normale V d: un divi­
sore canonico K; il divisore Z zero dell’equivalenza lineare; la dimensione 
virtuale § [D] di un divisore D di Vrf. Com’è noto (cfr. ad esempio [11], p. 352), 
vale la relazione

(1.1) 8 [D] +  i =  x (Vi 1 0 (D)) •

Ricordiamo infine che i due generi aritmetici p a(Va) e Pa (Vrf) della 
varietà normale V d sono definiti ponendo

(1.2) A (V 4) =  ( - i)ì *[Z] =  ( - O d{x(Vd ) ^ ) - i } ;

(1.3) Pa (Vrf) =  8 [K] +  i - ( - i /  =  x (Vrf, 0 (K))

Nel caso di una V d non singolare l’uguaglianza dei due generi artimetici, 
congetturata da Severi, segue subito dal teorema di dualità di Serre. Si 
potrebbe facilmente provare che una più vasta classe di V d normali per le 
quali sussiste l’uguaglianza p a (V d) =  Ea(Vd) è costituita dalle varietà normali 
di Cohen-Macaulay.

Scopo della prima parte del presente lavoro è dimostrare il seguente

TEOREMA i . -  Sia V3 una varietà normale a tre dimensioni. Condizione 
necessaria e sufficiente affinché sussista V uguaglianza p a (V3) — Pa (V3) è che 
V3 sia una varietà di Cohen-Macaulay.

La dimostrazione di tale teorema è contenuta nel n. 3; nel n. 2 si pre­
mettono alcune osservazioni.

2. -  Sopra una varietà normale Vd (d > 1 )  si considerino un divisore 
canonico K e Vindice di specialità di un divisore D di V d

(2.1) j  [D] =  dim I K — D I + '1 -;=  A°(K — D) .

Osservazione 2. -  Se D è un divisore di Cartier di Vd, risulta, come 
nel caso non singolare, h° ( K — D) =  hd (D), Ciò può essere facilmente ve­
rificato seguendo un ragionamento analogo a quello che Zariski impiega in 
[ì7], pp. 136-138 per provare, nel caso non singolare, l’equivalenza tra la 
validità della relazione in questione ed il lemma di Enriques-Severi-Zariski. 
Si segnala, comunque, che la dimostrazione cui si allude è contenuta nel 
nostro quaderno [2], pp. 3-4.
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Consideriamo ora sopra V d un arbitrario divisore D e la sezione Em (di 
Vrf) con una generica forma d’ordine m. Nel caso d >  2 indicheremo con 
A*EW il divisore segato su Em da un divisore A di V d, (cfr. [18], n. 6). Ricor­
diamo che vale la seguente relazione fra le dimensioni virtuali

(2.2) 8 [ D + E J  =  8 [ D ] + 8 [ ( D  +  E J .E J  +  i ,

(cfr. [io], pp. 188-189; [3]). Indicata con E la generica sezione iperpiana 
di V dJ poiché risulta Em =  wE, la (2.2), in forza della (1.1), porge

(2.3) X (V , , 0 (D +  mE)) =  x  (V , , <p (D )) f  x  ( ? »  - ((D +  « E )  • E J )  .

Siano: K un divisore canonico di ; K (Em) un divisore canonico di 
Ew ; h un intero relativo. Ponendo nella (2.3) D — A E e D — K — (h +  m) E 
si ottengono, rispettivamente, le relazioni

(2.4) X (V, , 0 (ih +  tri) E)) =  X (V4 , <P (AE)) +  x (Em , (9vm (((A +  tri) E) • E J).

(2-5) X (V„ , (K -  AE)) =  x (V* , 0 (K -  (h +  tri) E)) +

+  X (Em , ((K — AE) • Em)) .

Ricordando la proprietà d’aggiunzione K (Em) =  (K +  ETO) • Em, (cfr. 
[ï 8], p. 589), la (2.5) assume la forma

(2.6) X (Vd , & ( K - k E ) ) = x ( y d , & ( ^ - ^ + m ) E ) )  +

+  X (E* , &Em (K (Em) -  {h +  tri) E • Em)) .

Osservazione 3. -  E opportuno ricordare che sopra una superficie nor­
male V2 sussiste V uguaglianza p a (V2) =  Pa (V2); inoltre per ogni intero relativo 
s vale la relazione

(2.7) ' x ( V , X K - Æ ) )  =  x(Vï > <P(Æ)).

Ciò è stato dimostrato per via geometrica da Marchionna (cfr. [io], 
p. 183, nota (27) a piè di pagina; [io], p. 171, corollario 21;. [11], p. 353 e 
seguenti). Una dimostrazione coomologica di tali proprietà è contenuta nel 
nostro quaderno [2], pp. 5-6 e segue un procedimento del tutto analogo a 
quello che verrà impiegato nel successivo n. 3 del presente lavoro per provare 
il Teorema 1.

3. -  Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema 1 enunciato nel n. 1. 
Si consideri una varietà normale V3 a tre dimensioni. In tal caso la sezione 
Em di V3 con una forma generica d’ordine m è una superficie normale, sicché 
la relazione (2.7) comporta

x  (Em , (K (Em) -  ih +  tri) E • Em)) =  x (E* , (0* +  tri) E • Em)) .
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Pertanto sottraendo la (2.6) dalla (2.4), si ottiene, nel caso attuale,

(3-0 . x ( V a , < P ( K - Ä E ) ) + X(V,,<!'(ÄE)) =

=  X (V8, 6 (K — Çh+m)  E)) +  x (V ,, 6 ((h +  m) E)) .

Ponendo h =  o nella (3.1) e ricordando le definizioni dei generi aritmetici 
Pa (V3) e Pa (V3) segue la relazione

(3.2) p„ CV3) -  A  (V3) =  X (Va ^  (K -  »E)) +  X (V3 , ff («E)).

Com’è noto, la caratteristica x (Vd, 0 (D *— Æ)) è un polinomio nell’intero 
relativo s, dipendente soltanto dal divisore D e dalla varietà V dì (cfr. [15], 
p. 80; [17], p. 133). Pertanto la funzione

V ( s ) = X  (V8, 0  (K -  Æ)) +  X (V, , 0 (Æ)) -  (PB (V3) -  A  (V3))

è un polinomio in s che si annulla, in virtù della (3.2), per ogni valore s = m 
intero positivo. Quindi (s) si annulla per ogni valore relativo di i*, ossia 
vale la relazione

(3-3) P« (V,) -  A  (V.) =  X (V3, 0  (K Æ)) +  z (V3, & (Æ)) , 

cioè

(3.4) P« (V3) — A'(Va) =  (K — Æ )— h1 (K — Æ) +

-f h* (K — sE) — h* (K — sE) +  k° (Æ) — h1 (Æ) +  W (Æ) — hz (Æ) .

Si scelga ora negativo e così elevato, in valore assoluto, da avere con­
temporaneamente

(3.5) Â°(sE) =  h1 (Æ) =  o , (cfr. [15], n. 76; [17], pp. 139-140);

(3.6) Ai (K — Æ) =  o , per i =  1 , 2 , 3 ,  (cfr. [15], n. 66; [17], p. 131),

e si tenga presente che l’osservazione 2 fornisce 

(3-7) Ä3 (Æ) = k° (K — Æ) .

Sostituendo nella (3.4) le relazioni (3.5),. (3.6), (3.7), si ottiene 

(3-3) Pa(V3) - A ( V 3) = Â 2(Æ),

con s negativo, elevato in valore assoluto. La (3.8) mostra che l’uguaglianza 
Pa(y3) =  Pa(V3) equivale alla proprietà: k2 (■— nK) =  o per n intero positivo 
elevato. D’altra parte già sappiamo che, per n intero positivo elevato, risulta 
k1 (— nE) — o, (cfr. la relazione (3.5)).' Abbiamo così dimostrato che una 
V3 normale è una varietà di Cohen-Macaulay se, e soltanto se, i suoi generi 
aritmetici sono uguali.

OSSERVAZIONE 4. -  La relazione (3.8) mostra che su una V3 normale 
sussiste la disuguaglianza Pa (V3) >  p a (V3). Tale proprietà è stata dimostrata,
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per altra via, da Marchionna in [11], p. 357. Osserviamo pure che, in virtù 
della (3.3), l’uguaglianza Pa (V3) =  p a (V3) è equivalente alla relazione

z (V, ,<P(K-Æ))  =  - z (V.,®(Æ)). '

che esprime il cosiddetto teorema di dualità debole per le V3 normali. Tale 
equivalenza è stata anch’essa provata, per via geometrica, in [11], p, 357.

O s s e r v a z io n e  5. -  Una classe di varietà normali X a tre dimensioni per 
le quali risulta Pa (X) >  pa (X) è costituita dai coni di ST(r >  5) la cui generica 
sezione iperpiana E è una superfìcie irregolare (k1 (^E) f i  o) ed aritmetica- 
mente (cioè proiettivamente) normale. Per il teorema 1 basta infatti osser­
vare che il cono X in questione è una varietà normale non di Cohen-Macaulay.

Poiché la sezione E è supposta aritmeticamente normale, la varietà X 
è anch’essa aritmeticamente normale (come ha osservato Gaeta, Annali di 
Matematica, 27 (1948), p. 193) e quindi normale. Sia ora @x,x la spiga, nel 
vertice x  del cono X, del fascio strutturale 0X di X. Denotiamo con dim 
la dimensione omologica del modulo 0x>fl:, cioè la lunghezza minima 
delle sue risoluzioni libere. Come è osservato in [15], p. 271, risulta 
dim ®x,x =  r — 2.

Pertanto, per il teorema 2 contenuto in [15], p. 269, non esiste un con­
veniente intero n tale che H2 (X , 0 (— rìj) sia nullo per ogni intero n >  n. 
Ricordando quanto richiamato nel n. 1, il cono X non è una varietà di 
Cohen-Macaulay (2).

4. -  Nello spazio proiettivo complesso Sr consideriamo ora una varietà 
algebrica normale Vd, di dimensione d >  2 e sia K == 0 (K) il fascio canonico 
associato ad un suo divisore canonico K (cfr. [18], III, n. 13; [19], n. 9). 
Indichiamo con coŷ  il fascio dualizzante di V d (cfr. [1], I; [6], p. 241).

Giova osservare che i  fasci K e cùyd sono isomorfi (cfr. ad esempio [6], 
p. 246 nel Cjaso non singolare; [16], p. 448 nel caso normale). Per uniformità 
con le note bibliografiche utilizzeremo, nel seguito, il fascio coŷ ; in ogni 
enunciato si potrà tuttavia sostituire 6)ŷ  col fascio canonico K.

Nel caso di una varietà Y d non singolare Kodaira e Spencer hanno pro­
vato (cfr. [9], p. 874) il classico

TEOREMA (forte sulla regolarità dell’aggiunto). -  Se 3? e un fascio molto 
ampio (3) su una varietà non singolare V d allora risulta PP ÇVd , K (x)j£?) =  o 
per i >  i .

(2) Riteniamo che i risultati contenuti nei nn. 1-3 continuino ad essere validi anche 
se ci si riferisce al caso astratto di una varietà algebrica V3 assolutamente irriducibile ed asso­
lutamente normale (cfr. [18] pp. 552-553), cioè normàle rispetto ad un campo di definizione 
algebricamentè chiuso e di caratteristica qualsiasi.

(3) Ricordiamo che un fascio invertibile è molto ampio nel senso che gli si attri­
buisce attualmente (cfr. ad esempio [6], p. 153) se e solo se il sistema lineare completo asso­
ciato ad un divisore individuato da è ampio nel senso considerato da Kodaira in [8],
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Appoggiandoci ad un importante risultato di Grauert-Riemenschneider 
contenuto in [5], p. 104, dimostreremo una proposizione sui sistemi aggiunti 
(Teorema 7) dalla quale si dedurrà immediatamente il teorema forte sulla 
regolarità dell’aggiunto nel caso di una varietà normale dotata di sole singo­
larità isolate. Allo scopo è utile riportare il risultato di Grauert-Riemensch­
neider nella forma segnalata da Ramanujam in [13], p. 49:

Siano Xd una varietà non singolare ed un fascio invertibile su sod­
disfacente le ipotesi seguenti', esistono un intero n >  o ed un morfismo bira- 
zionale f  : X  ̂—> Y da  Sn tale che il fascio £Pn sia isomorfo al fascio /*($y^(i)) 
immagine inversa di &Yd (1); allora risulta PP (X d , = 0  per i <  d — 1.
Quindi, per il teorema di dualità di Serre, si ha

(4-1) H* (X*, <*xd ® S?) =  o per i >  1 .

Osservazione 6. -  Un esempio dovuto a Grauert-Riemenschneider 
(cfr. [4], n. 3.3) mostra che la precedente relazione (4.1) non si può estendere, 
in generale, ad una varietà normale singolare. L’esempio in questione è costi­
tuito da una varietà normale V a tre dimensioni avente una retta come luogo 
singolare e per la quale risulta H ^V , o)y ® SP) 7^0, con SP opportuno fascio 
soddisfacente le ipotesi del teorema sopra riportato.

Ciò posto, sia n :V d ~+Vd la desingolarizzazione (minimale) della nostra 
varietà normale V d. Se ^  e ^  sono due fasci coerenti su V d e rispettiva­
mente, si indicheranno con 7u* IF e 7u* ^  i fasci immagine diretta ed immagine 
inversa di e (per le ben note definizioni si rimanda ad esempio a [6], 
pp. 65, no).

Sia ora ££ un fascio (invertibile) ampio su V d. Ciò significa che esiste 
un intero positivo n tale che l’applicazione razionale associata al fascio ££n 
sia un isomorfismo i : V d ~̂ >Vdcz Sn con ££n ~ i (1). Si consideri ora il 
morfismo birazionale / : V d->V|  definito ponendo f — i 0 n. Poiché risulta 

=  tz*££n ~ tu* i* (®v*d (1)) = /*  (ßv*d (1)), la (4.1) fornisce

(4.2) FP (Vd, co^® 7u*JSP) =  0 per i > 1  .

Ciò premesso, si denoti con Ri 7u* l’i-esima immagine diretta di un 
fascio coerente SF su V d (cfr. ad esempio [6], p. 260 e seguenti). Poiché risulta 
R%7t*co^— o per i  >  1, (cfr. [4], Teorema 2.3; [7], p. 50), la formula di 
proiezione (cfr. ad esempio [6], p. 253) comporta
(4.3) R% tu* (c*>̂ ® tu*j5?) =  Rf 7t* Cù̂  ® JSf =  o per i >  1 .

In forza delle relazioni (4.3) dalla successione spettrale di Leray si 
ottiene l’isomorfismo (cfr. ad esempio [6], p. 252)

(4.4) H* (V, , o ^ ®  11*3?) ~ Hi (Vd , tt* (w^® per i >  i .

Applicando nuovamente la formula di proiezione, la (4.4) diviene

(4-5) <0̂ ®7T*=S?) ~ H^Vd, 7T# tù^®^?) per i >  i .
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Ricordando la (4.2), dalla (4.5) si deduce la relazione, utile nel seguito,

(4.6) PP (Vd , 7u* 6)  ̂ ® 3?) — o per i >  1 .

Possiamo ora provare il

TEOREMA 7. — Sia V d una varietà normale dotata di sottovarietà multiple 
di dimensione k (e priva di sottovarietà multiple di dimensione maggiore). 
Allora per ogni fascio (invertibile) JS? ampio su V d, risulta Hl (V<j, tùyd® 3?) =  o 
per i >  >é.

Dimostrazione. -  Siano ancora n : V d —>Vd la desingolarizzazione (mini­
male) di V d e 7U* co^ Timmagine diretta del fascio dualizzante co^ di Vtf. 
Come è noto (cfr. [4], p. 278) tu* cô  è un sottofascio di coŷ ; se ne deduce la 
successione esatta

(4.7) O IT* ->  tóV</ 2C ->  O ,

dove 3d  denota il fascio quoziente cov^/tu^co^.
Poiché il morfismo birazionale tu è  un isomorfismo al di fuori del' luogo 

singolare S di Vd, i fasci coyd e tu* co^ hanno spighe isomorfe al di fuori di S. 
Ricordando che una successione esatta di fasci è esatta sulle spighe, dalla
(4.7) segue che il fascio^  ha spighe nulle fuori dei punti singolari di V d; si
dice, in breve, che il fascio 3d è concentrato sul luogo singolare S. Pertanto 
anche il fascio è concentrato su S. Poiché, per ipotesi, dim S — yè,
si ottiene

(4.8) (Vd , idd (g) SÛ) =  o per i > k .

Ciò posto, tensorizzando la (4.7) con il fascio (invertibile) si ha la 
successione esatta

O 71* CÔ ' ® 3? -> COŷ

Se ne deduce la successione esatta di coomologia

O -  H° (V, , TT* -  H°(Vd , -+H« (Vd , ST)

H1 (V„ , w* co^ ® SP) -> H1 (V„ , ® &) -* H1 (Vd , ^<g> jSP) ->
(4-9) ..................... ............................................... ......................... .....................

H* - H ‘ (V ,,.tf’®J8?) -

-> H<* (V,,, ti* ® J2P) — H* (V, , ©v„ ® -SQ ^  (V* , ^ 0  J2P) o .

Ricordando le relazioni (4.8) e (4.6), dall’esattezza della successione (4.9) 
segue la tesi.
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Poiché una varietà normale V d è priva di sottovarietà multiple di dimen­
sione d — i, dal teorema precedente si deduce immediatamente il

COROLLARIO 8. -  Per ogni fascio (invertibile) Iff ampio su una varietà 
normale V d risulta LN1 ÇV d , coŷ  ® SU') — o.

COROLLARIO 9. -  Sopra una varietà normale f fd dotata di sole singola­
rità isolate vale il teorema forte sulla regolarità delVaggiunto.

Osservazione io. — Notiamo esplicitamente che il Teorema 7 ed i 
suoi corollari continuano a sussistere per un fascio invertibile SP soddisfa­
cente le ipotesi seguenti, certamente verificate da un fascio ampio: esistono 
un morfismo birazionale cj) : V d V d c  Sn ed un intero positivo n tali che 

~ $*(0vS(i)).

OSSERVAZIONE II. -  Nel caso di una superficie normale V2 il corollario 9 
discende anche da un risultato dovuto a Mumford. Infatti in [12] si dimostra 
che per ogni fascio SP ampio su V2 risulta H1 (V2, .= 0. Poiché la super­
ficie V2 è di Cohen-Macaulay, vale la dualità (cfr. [6], p. 244) e quindi si ha 
H1 (V2, c*)y2 — 0.
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