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Equazioni a derivate parziali. — Un Zeorema di esistenza per
un problema di Darboux negli spasi di Banach. Nota @ di PaoLro
NEGrini, presentata dal Corrisp. G. CiMmmINoO.

SUMMARY. — A Darboux problem in a reflexive Banach space is considered. The
existence of a weak solution is proved under suitable hypoteses making use of the concept
of the measure of weak noncompactness.

1. — Assumiamo la seguente definizione di «integrale debole »:
Sia E uno spazio di Banach; I = [a, 4] un intervallo di R.

Sia g:I — E debolmente misurabile su I. Se, per ogni pe€ E¥* esiste,

b
finito, l'integrale di Lebesgue f (g(®) | p)dx, e se esiste yeE tale che
b a .

[(g (x) | ¢)dx = (v | ¢) Vo€ E¥, diciamo che g & debolmente sommabile
a b ’ :

su [, 6], e poniamo ¥ =fg (x) dx.
a

Notiamo che I'integrale debole, se esiste, & unico (se v ey, fanno la fun-
b

zione di fg (x) dx, allora (y —, | ¢) = o Ve E*; quindi y = y,). Notiamo
; y

inoltre che, per la definizione stessa, se g & debolmente sommabile su [, 4],
b b

Y

allora f<g ()] o) dx = < fg (x) dx | <p> Vo € E.

La definizione ora data si estende in modo ovvio a funzioni di due (o
pit)) variabili, per avere il concetto di «integrali multipli» in questo senso
debole.

Ricordiamo la seguente definizione di misura di non compattezza de-
bole [1]. /

Sia E uno spazio di Banach, B={xeE:||x|| < 1}. Sia H un sottoin-
sieme limitato di E. La misura di non compattezza debole di H .¢&, per
definizione, il numero reale > o

B [H] L inf, {# = 0: esiste K debolmente compatto € E tale che H < K +#B}.

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 luglio 1979.
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Risulta:

@) B[x] = oe=X* & debolmente compatto [1].

o) BIX+Y]=B[X]+B[Y] [1]

¢) Sia P=1a,sé]X][ec,d] un intervallo compatto di R?% sia H un
sottoinsiemne limitato ed equicontinuo di C (P, E). Allora

BH] =sup. B[Hx,»];(x,»e P} =p[HP)] [2]

2. — Sia E uno spazio di Banach, «,é, p numeri reali positivi; sia
Q=1lo,a]X[o,6], e sia S={ue E:||«| <p}. Sia data una funzione
F: QXS — E. Vale il seguente

TEOREMA. — Se E ¢ viflessivo ¢ la funzione [ ¢ tale che

L (x,y)—=>f(x,y,u) ¢ debolmente misurabile su Q per ogni fis-
sato w €5 :

II. wv—>f(x,y,u)édebolmente continua suS per ogni fissato (x , y)€Q

IHI. |fx,y, )| <M V (x,9)eQ,VuecS (M costante positiva)

- allora sul rettangolo P = [o, pl X [0, q) ¢ definita almeno una funzione con-
tinwa w: P — B, soluzione dell'equazione integrale (integrale ¢ quello debole
definito all'inizio)

z y
0 wen = [f6.tui masar Ve, per
00
essendo p, g numeri veali strettamente positivi tale che: p <a,qg<6b,p-g-M<o.

Dimostrazione. — Data una funzione continua #: P — E con valori in S
z y

esiste certamente lintegrale debole (- f f(s,t,u(s,))dsds per ogni
¢ 0
(x,y)e P. Infatti, la funzione (s,#) —f(s,¢,u(s,£) & debolmente misu-

ey
rabile e limitata; presa oeE*, esisterd 'integrale ff (f(s,t,u(s,d)|e)dsds
00

indichiamo con L (¢) il suo valore (certamente finito), pensando (x,y)
fissato. L’operatore L: E* — R ¢ lineare continuo, dunque, per la riflessivita
di E, esistera £e E tale che L () = (£|¢)Vee E*; resta dunque definito

E=!off(s,t,u(s,t))dsdt.
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Possiamo allora definire, per ogni numero naturale ze N, una funzione
#,: P —E nella maniera seguente [3]: dato un punto (x,y)e P poniamo

| x-y-f(0,0,0) per (x,y)e[o,—‘z—]X[O->%]

x.%.f(o,o,O) per (x’y)e]%,p}x[o',%]

i) ={ 4y f©,0,09 per <”’y>e[°’7€‘]x]%’9].,
22 f©,0,0 j ) f ot e

o e |2 o] ]2 ]

Si dimostra per induzione che questa formula definisce effettivamente la
funzione u,(x,y) in tutti i punti (x,y) € P. La ipotesi p-¢-M < p assicura
che & sempre || #,(x,%) || < p, quindi, una volta definita u, (x,9), si pud
sempre fare f(x,y,u#,(x,y)). Si dimostra, considerando caso per caso la
posizione che i punti (x, ) e (x',»") possono assumere in P, che le funzioni
#, sono tutte lipschitziane, con modulo di lipschitzianitd limitato al variare
di 7, cioe esiste C > o tale che, per ogni #e N e per ogni (v, %), (x",¥)e P,
si- ha [Jo,(x,) —u, (&, y)| <C(x—=x"|+|y—3"|). Le funzioni
#, sono quindi, in particolare, continue, e linsieme X = {u, ; ne N} & equi-
continuo, oltre che limitato. Se (x,y), («#",y")e P abbiamo per ogni e N,
o (2, ) — 2 (&', YIS C(Ix—2"| + |y —3']), quindi X(x, ) = X (', »") +
+S@,C(lx—=2"| 4+ |y —y"]), avendo indicato con S(0,C(|x—=x"|+
4|y — ' |) la sfera chiusa di E di centro o e raggio C(|x — =" |4+ |y — ¥ |).
Appliéando le proprietd a) e ) e tenendo presente la riflessivith di E, si ha
BIX (x, NI <BIX &, 501 +BIS(,C (Ix — ' | + | 5—y D] = B[X (¢, 9)].

Scambiando i ruolidi (x, y) e (2", ¥"), risulta B[X (+', )] <B[X (x, )]
¢, in definitiva, B[X (¢, )] = B[X (¥, )]. La funzione (v, ) B[X(x, )]
e quindi costante su P; essendo poi B [X (0, 0)] = o, tale funzione risulta
identicamente nulla. Per ¢) sard dunque B [X] = o, e quindi X & debolmente
relativamente compatto in C(P, E). Dalla successione (#,)nen si pud quindi
estrarre una sottosuccessione debolmente convergente a una #e C (P, E);

non & restrittivo supporre che sia %, ~ — 2. Verifichiamo che # & solu-
oo

zione della equazione integrale (1). Intanto, #,(x, 0) =%, (0, ¥) = 0 per ogni

x,y, e n per la debole convergenza di u, a » avremo allora »(x,0) =0

Vze [o,p],u(0,y) =0 Vye [o,g]. Sia ora (x,y)e]o,p]x]0,g]. Per
b

ogni # sufficientemente grande sard (x,y)e| =, p|X Z ,¢ | ; useremo
, ”n n
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quindi la definizione di %, (x,y) data in questo caso. Chiamato con D,

Pinsieme ([o,x]X[o,y]) — ([0 X ———%] X [0 Y — %]) avremo, fissata a

piacere @€ E* per ogni # abbastanza grande

<u<x,y>—fff<s,r,u(s,z»dsdt tp>|5|<u<x,y>—u;<x,y>|<p>| "

ot s

(f(0,0,0)|9)].

o) |+ 22

+]<J‘ff(s,l‘,un(s,;))dsdt

La debole convergenza di #, a # e la debole continuitd di f nel terzo argo-
mento permettono di dimostrare che tutti questi addendi sono convergenti
a zero per z — 00, quindiil primo membro, indipendente da #, sard uguale
a zero. Questo fatto & vero per ogni (x, ¥) €] o, plX]o,¢]; si conclude quindi
che la funzione # & una soluzione della equazione integrale (1), come vole-
vamo dimostrare.

3. — Assumiamo ora la seguente definizione di «derivata debole »:

Sia g:[e, 6] — E una funzione qualunque. Se per ogni ¢€ E* la fun-
zione x —> (g (x) | ¢) & derivabile quasi dappertutto su I (= [a, &]) e se esiste

una funzione y:1 — E tale che, per ogni ¢ E* si ha —g; (g (@) ] @) =

= {(y(x)|¢) in tutti i punti di I in cui {g(x)| ¢) & derivabile, diciamo che g
¢ debolmente derivabile in I, e poniamo y =g’ .

Per esempio, data una funzione vy:1 — E debolmente sommabile su I

4
~

e limitata, e posta g (¥) =g, + J v () d¢ (tale integrale debole esiste per
a

ogni x€ I), la funzione g risulta debolmente derivabile, ed & g’ = y. Infatti,
X

se geE*, la funzione (g (@) ] o) = {go| @) + ((Y ()| @) d¢ & derivabile

v
a

quaéi dappertutto su I, e quasi dappertutto risulta % (g (®)| o) ={y ()| o).

La definizione di derivata debole si estende in modo ovvio a funzioni di
due o piu variabili, cosi come l'ultima osservazione. '

5. — RENDICONTTI 1979, vol. LXVII, fasc. 1-2.
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Dunque, se chiamiamo «soluzione debole» del problema di Darboux

%xy<x:y> =f(x,y,u(x,y)) (x,y)eP
(2) #(x,0) =0 xe [o, p]
tu(0,y)=0 yelo,q]

una funzione #: P — E continua, dotata di derivata parziale seconda mista
debole soddisfacente alla condizione #,, (x,y) =f(x,y,u(x,y)V (x,y)eP
e tale che #(x,0)=o0 Vxe [o,p],u(0,y) =0 Vye[o,q], abbiamo che
la funzione % ottenuta nella dimostrazione del teorema del n. 2 & una soluzione
debole, nel senso appena dichiarato, del problema di Darboux (2).
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