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Algebra. —  Alcune osservazioni sulle classi di Fitting di gruppi 
localmente f in i t i (* (**)b Nota di A l e s s a n d r o  S c a r s e l l a  presentata^  
dal Socio G. Z a p p a .

SUMMARY. — We extend some results on Fitting classes of finite soluble groups to certain 
classes of infinite groups.

Nella presente Nota, con classe di gruppi si intende una classe chiusa 
per isomorfismi. Se d  e F  sono classi di gruppi con F  d , F  è detta una 
classe di Fitting di ^-gruppi se

(i) Se G g F  e H è un sottogruppo seriale di G (cfr. [3]), allora H e f

(ii) Se G e i  ed è generato da un insieme di sottogruppi seriali 
appartenenti and F , allora G e F .

Se G è un gruppo, un insieme E di sottogruppi di G è detto un sistema 
locale di G (cfr. [6]) se

(i)

(ii)

G =  (J H
HeS

se H e S  e K 6 E, esiste T e E con (H , K) ^  T.

Se G è un gruppo e F  è una classe di gruppi, con G intendiamo l’intersezione 
di tutti i sottogruppi normali di G a quoziente in d  (F^-residuo di G) e con 
G$? il sottogruppo generato dai sottogruppi normali di G, appartenenti ad SU 
(FiF-radicale di G).

A. A. Klimowicz ([4]) chiama ^-gruppo un gruppo G, dotato di un siste
ma locale E costituito da gruppi finiti risolubili, tale che il residuo GLv/f di G 
rispetto alla classe L.aV dei gruppi localmente nilpotenti, sia contenuto in 
Ng (2±) =  P) Ng (H).

HeS
In [5] esso estende a classi di ^-gruppi i risultati di B. Fischer, W. Gas- 

chütz e B. Hartley ([2]), di D. Blessenohl e W. Gaschütz ([1]) e H. Lausch 
([6]) sulle classi di Fitting di gruppi finiti risolubili.

In questa breve Nota si estendono a certe classi di ^-gruppi, la costru
zione di Zappa ([9]) e un risultato dell’Autore ([8]).

DEFINIZIONE i. Sia d  una classe di gruppi, A un gruppo e duna legge 
che associ ad ogni gruppo G g di un insieme dG di omomorfismi di G in A, in 
modo tale che\

(i) Se 9 è un isomorfismo dell'd—gruppo G suit'd—gruppo G si abbia 
dG =  <pdG

(*) Lavoro eseguito nelPambito dell’attività del GNSAGA del CNR.
(**) Nella seduta del 14 giugno 1979.
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(ii) Se f  ,h  e dG (Ge J )  si abbia Gf ~ Gh
(iii) Se f é  dG (G e db) £ H è un sottogruppo seriale di G, allora / |h €  du
(iv) A (J C,f.

g e se
f  e dG

La coppia (A , d') è detta una coppia di Fitting su F ed e detta normale 
(cfr. [7]) se A è abeliano e \ dG | =  1 per ogni G e f .

T h e o r e m a  i. (cfr. [9]). Sia (A , d) una coppia di Fitting su F  e 
F  == F  (A , d) =  {G e F  I Gf =  (1 ) 7)^ qgTzf / e  ^g}; allora F  e una classe di 
Fitting su F .

Dimostrazione. Sia G g e H un sottogruppo seriale di G, Per
la condizione (iii), f u  e du ed essendo H / =  (1), si ha, per la condizione (ii), 
che Hm=- ( i )  per ogni m G du •

Perciò H e F. Sia poi G e i  e G =  (Sx | X g A , Sx sottogruppo seriale 
di G e Sx e ^  per ogni X g A). Sia f  e de; per la condizione (iii) f s x e dsx> 
per ogni Xe A e quindi ' S x / =  (1) per ogni X e A. Sia ^ e G ;  sarà 
g =  s1s2 r  • sn con ^  g Sx. , X* g A (i =  1 , • • •, n) e quindi gf  =  (sxf )  • • •
* * ' Ohi/) ~  l - Ne segue che Gf =  (1) per ogni f  e dG e dunque G g  ^  
Perciò F  è una classe di Fitting di ^-gruppi.

D e f i n i z i o n e  2. Sia A un gruppo, db una classe di gruppi e F  una classe 
di Fitting di db-gruppi', diremo che A rappresenta F  se esiste una coppia di 
Fitting (H , d) su db tale che A ~ H e F  (H , d) =  IF.

T h e o r e m a  2. Sia U il gruppo numerabile universale (cfr. [3]), db la classe 
dei db-gruppi contabili e F  una classe di Fitting non normale di db—gruppi', 
allora U rappresenta F.

Dimostrazione. Sia H un gruppo finito risolubile e tur Y omomorfismo 
naturale di H su H/Hjr. Sia iu una immersione di H/Hjr in U. Si avrà allora 
che fu  =  tcr ik è un omomorfismo di H in U, il cui nucleo è Hjsr. Poniamo 
du =  {fuFu \ u G 'U} ove <pw è Tautomorfismo interno indotto da ^ in U. Sia 
ora G un ^-gruppo contabile e S un sistema locale di G, soddisfacente le 
condizioni di cui alla definizione di ^-gruppo. Essendo G contabile, si può 
estrarre da 2  una catena ascendente 2^ — {H  ̂ | i e  N}, che è ancora un sistema 
locale di G. Sia. f é  duft essendo Hi seriale si ha H1 H2jr/H2̂  — 
cosicché, per le proprietà del gruppo U, si può estendere iu± ad una immer
sione z’h2 di H 2/H 2j5- in U. Giacché in U, sottogruppi isomorfi sono coniugati, 
f 2 =  tuH2 Ìh2£ dU2. Per induzione si può trovare una successione { f i | f  : -» U}
di omomorfismi con f i di nucleo e fi\Uj =  f j  per ogni j  <  i. Tale suc
cessione definisce un omomorfismo /  di G in U, il cui nucleo è G&. Por
remo allora dG =  { fy u | u e U }. In base a [1], essendo F  non normale, 
per ogni gruppo finito risolubile H esiste un gruppo risolubile finito K con
H c  K/Kjr e quindi U =  (J Gf. Ne segue che (U , db) è una coppia di Fitting

Gel 
f e d G

su F  e F  =  F  (U , d).
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T eorema 3. Sia H la minima classe di Fitting normale di SS—xgruppi 
(cfr. [5]), allora U rappresenta H.

Dimostrazione. In base a [8], per ogni gruppo abeliano finito H esiste 
un gruppo risolubile finito K, tale che K /K ^ ~ H.

Il gruppo di Lausch (cfr. [7]), che, in base a [5, Lemma 3.8 e Theo- 
rema 3.9], rappresenta è numerabile e quindi per ogni G e & e per ogni 21 
sistema locale di G, dall’insieme {HG^/G^ j H e 2 } si può estrarre una catena 
Hj c: H2 c  • • • c= Hw c: • • • con U h» =  G. Si possono allora ripetere i ragio-

n n

namenti svolti nel corso della dimostrazione del Teorema 2, ottenendo una 
rappresentazione di ^  su U. (J  Gf  costituisce una copertura di U di gruppi

G e J
finiti abeli ani.

T eorema 4. Sia A un gruppo abeliano contabile e periodico della forma 
A  =  D X A0 con D divisibile e A0 ridotto; sia inoltre A0 prodotto diretto di 
gruppi ciclici primari. Esiste allora un gruppo contabile G, tale che\

(i) Gj? è abeliano
(ii) G/Gœ ~ A.

Dimostrazione. Se A è finito cfr. [8]. Sia A non finito e A  — X Ci con
i e  N

di Prüfer o ciclico primario. Sia p i la caratteristica di Ci . In base al Teorema 
di Dirichlet, per ogni numero naturale n, esistono infiniti numeri primi q tali 
che n \ q — 1 e quindi, ad ogni Ci si può associare un numero primo q\ in 
modo tale che

(i) se è di Prüfer, p % \qi — 1 ;

(ii) se C* è ciclico d’ordine pi*, pi* \ç%— 1 ;
(iü) se i ^ j  è qt q5.

Se Cf è ciclico, sia £2  ̂ l’olomorfo di Zqi (il gruppo ciclico d’ordine q^ tramite C .̂ 
Se C* è di Prüfer, procediamo nel seguente modo: sia pÌ° la massima potenza 
di p i che divida q^— i e sia l’olomorfo di Zqi tramite Z^0. Poniamo

K0 =  GF (?<). Sia A ( x ) = x f i +1— 1 e sia Kx il campo di riducibilità completa
h 1 .

di f i(x)  6 GF (gi) [x\. Sia hx il massimo numero naturale tale che at* — 1 si
spezza in fattori lineari su Kj e sia un elemento di periodo pi1 in K* (il gruppo 
moltiplicativo di Kj). ^  induce (per moltiplicazione) una trasformazione line
are del gruppo additivo di Kx. Chiameremo £2̂  l’olomorfo del gruppo addi
tivo di Kx tramite il gruppo generato da tale trasformazione lineare.

È chiaro che £2*0) <= £2^ e, per induzione, si riesce a definire una 
successione £2̂ } di gruppi ciascuno contenuto nel successivo e tale che 

— Z hi. L ’unione £2Z- di tali gruppi è tale che — C^. Poniamo

û  =  X û j . £2 è il ^-gruppo contabile richiesto.
i e N
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