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Meccanica. — Alcuni problemi di vincolo unilaterale per sistemi
di travi linearmente elastici. Nota 11 di FRANCO M ACERI ®, RAFFAELE
Toscano ®» e AvLpo MAcer! ™, presentata ¢ dal Corrisp. E.
GIANGRECO.

SUMMARY. — An unilateral constraint problem for linear systems of elastic beams
is analyzed in this paper. Conditions of existence, uniqueness and continuity of the solu-
tion are given. Practical computation algorithms are also included.

1. In questo lavoro proseguiamo lo studio, iniziato nella Nota I, delle
strutture monodimensionali in regime linearmente elastico, agli spostamenti .
delle quali siano imposte limitazioni unilaterali in corrispondenza di un
numero finito di punti.

Piu precisamente, dato il sistema di equazioni di equilibrio:
Au=f

che risolve, con il metodo degli spostamenti, la struttura assegnata (la matrice
reale e simmetrica A si suppone definita positiva, il che assicura l'esistenza
e l'unicitd delle componenti generalizzate di spostamento nodali # quali che
siano i carichi f), studiamo nel paragrafo 2 gli effetti di ostacoli (o vincoli)
unilaterali elastici imposti in corrispondenza di alcune delle componenti #,
stabilendo i teoremi di esistenza, unicitd e dipendenza continua dai dati
per la soluzione del problema; analizziamo inoltre la questione, di rilevante
interesse tecnico, della struttura soggetta a carico dipendente linearmente
da un parametro, discutendo poi un algoritmo di calcolo.

Il paragrafo 3 & dedicato infine allo studio di una ulteriore proprieta
di continuita.

2. In questo paragrafo conserviamo le notazioni introdotte nella Nota I,
ponendo inoltre:

n={A=(@)eM,|a; =0 per i#; eper i=;¢E,,

@;; > O per i€ EZ}
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(**%) Istituto di Scienza delle Costruzioni della Facolta di Ingegneria di Napoh.
(*¥%¢) Nella seduta del 21 aprile 1979.
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M, ={A=(a;)eM,|a;=0 per i#4j eoper i=;¢E,,
tl,ii>0 per i€E3}

e studiamo il:

Problema (Q) — Dati: AeMS,KeM,,HeM,,2eM,, feR", seR?,
SeR3, X eRj, trovare € R" tale che:

Au+KLiu—2"+HIgu—S —h(s—Tu)t =f.
Anzitutto, osserviamo che il funzionale:
@) =}[Le—2 T KGLv—+3[(Lr—)T Hv—S) +
+3[6—1)" [ A(s—130) VoeRe
& convesso, di classe C' e risulta:
(1) O (u,0) =0 [K(Lu—)"+HTu—S)t —h(s—1,2)*]
V (x,v)e R*XR".

TEOREMA 1. Qualungue sia uw€ R", le proposizioni seguenti sono equi-
valents: ’

1) 2 ¢ soluzione del problema (Q).

2) w ¢ soluzione della disequazione variazionale di tipo misto:
(2) #eR": (v —u) Au—f)+®@)— P @) >0 VveR'.
3) u minimizza in R® il funzionale:
ve R">10"Av + @ () —o' f.
Dimostrazione 1)= 2). Infatti, per ogni ve€ R":
o= (v—u) Au—f)+ (Lv—3I) KLu—Z* —T,u—3I) K.
cu—X)T +(Ty0—S) HI2—S) ' —Tu—S) H(Iu—S)"+
+—T) h(s—Tym)t — (s —130) A(s — )" < (v—u)" -
cAu—f) = [Lu—T K@z =D+ }{[L,v — D" K-
c(r— D+ [ — ST K (z—3)* — [(I,u—S)T]"H .
Ty —S) + 3 {[Iio — )" H(Tso —S)* + [« —S)*"H -
gy — S)t —[(s — I3 20)* 1" A (s — Taw)t + 3 {[(s — L52)* 1" % -
s —Ig) (s — 1) A (s — T3 0)t}.
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2)=3). Basta osservare che, Yve R",
(v—u) Au—f)+ @) —O@) >0 e
—u) " Au <3 (@w—u)"A@w+u) =10 Av—u" Au).

3)=1). Ovvia se si tiene conto della (1).

TEOREMA 2. [/ problema (Q) ammette soluzione unica.

Dimostrazione. Poiché il problema (Q) equivale alla disequazione varia-
zionale (2) e

i 2 Ar—H+ @@ _

| oga—> +00 Jo |r»

+ oo,

un noto teorema di Browder [1] prova lesistenza della soluzione. L'unicita
consegue dal fatto che A ¢& definita positiva.

Osservazione. 11 problema (Q), che ¢ evidentemente equivalente all’equa-
quazione variazionale:

weR": 0" [Au+ Klu =D+ HIgu—S)" —A(s— L)' —f]=o
vveR",

risulta, come ¢ facile dimostrare, altresi equivalente al problema di comple-
mentaritd lineare:
Trovare (#, R ,7)e R*XR®»XR" tale che:

'Au—R+r=f , R=o , r=o0 , LR=o,

=0 , LR=o0,

Lr—K@u—2)=0 , ILir—H@;z#z—S)>o,

LR—Z(—Iiu)>o0,
Ly —K@u—3)1 7+ [l —H Az —S)" » +

+[LR—4(—1;x)]"R=o0.

TEOREMA 3. La soluzione wu del problema (Q) dipende con continuitd
dai dati.

Dimostrazione. Ragionando come per il Teorema 2 di Nota I, basta
osservare che, con ovvio significato dei simboli, se:

(A(m)7 K(m)7 H(m)! h(m)! f(M)I S(M)) S(m), Z("'n')) g (A ’ K ’ H y h ) f) &) ? S ’ E) ¥
posto:

Uy = u (A", K™, H™, 4, f & S0 5y ed a= min v"Av,
‘ olgn=1
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esistono un ve N ed una successione estratta dalla {#,,}, che denotiamo con
lo stesso simbolo, tali che: -

Vi >y af2 ]|ty &r < 2 A" 20 = 20, f — 200, K (15 20, — Z)F —
. %3; H(m) (Ia 2™ S(m))+ 4 %’,1,,; /l(m) (J‘(m) . 13 u(m))+ <
< %'71‘; f(m) . (2(m)>T K(m) (Iz Uy — Z(m)>+ _

— (S™T H™ (1, 2™ — SN F L (5™NT ™ (W T 0.

Se il vettore dei carichi f ¢ del tipo:
f=fo+Mi, con foeR" fieR" e 1reR,
denotiamo, VA€ R, con % ()) la corrispondente soluzione del problema (Q).

TEOREMA 4. La funzione u (\) é continua ¢ generalmente lineare in R 9,

Dimostrazione. La continuitd di z (A) & conseguenza del Teorema 3.
Poniamo, per ogni A€ R:

E¢Y = (e Ey| (Lu () — ) > o},
E§? = {i e Eg| (I (W) — S)i > o},
E{¢YN = feBy| (s —Igu ()i > o},

Ju () = (EEP, EEP, EG)

Per conseguire la tesi, basta (cfr. dim. Teorema 3 di Nota I) provare che:

Se N e N sono numeri reali tali che X' <\' e Ju(N') = Ju (\'"), allora:

(B wW=w0) a0 A e )]
(4) Ju@) = Ju )  Vre [N, N'].
Posto
—\’ 1" — 7 a2
UO\)_Z‘O\)W ()\)7\// b\ V)\E[)\,)\],

(1) Nel senso che esiste una partizione finita di R costituita da intervalli:
{By,++, B}

tale che, V7e{1,-.-,m}, le componenti della restrizione di # () a B, sono polinomi al pi
di primo grado.
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la (3) segue in modo ovvio dalle relazioni:

LIAYG) T K (Lo0) — D) + H (1,0 () —S)" —hG—Lom)" —f] =0,

L[A0) + K (Ly() — D* +H (10 () —S)* — A — L))" —f] —o,

I, [Av () + KT, v () —2)+ +HJ,o00) —9S* —h(s— LoDt — fl=
= AR LA G — (ot WA+ H (L () — ) —
k(s Taw W)+ B L [AR ) — (o W)
FHIu @) — S — k(s —Lu® ) =o.

La (4) e ovvia.

Prendiamo infine in- esame il seguente algoritmo risolutivo per il pro-

blema (Q):

(5) D iy T 4 2y w4+ Y @y, uP o gy (T — ST+
i<t >
+ Hy o — St —hy (s — it — fi=0 @,

TEOREMA 5. La successione {uF} converge verso la soluzione del pro-

blema (Q).

Dimostrazione. Basta [3] osservare che il funzionale:
G(v):%vTAv—va—l—(I)(v) Vv eR"
¢ di classe C', strettamente convesso e risulta:

G (¥) > + oo per ||z|gs > 4 oo.

3. Fissati Ae M), feR" ZeR%,secRt ed SeR%, con s<S§S, indi-
chiamo con # la soluzione del problema (P) di Nota I e, per ogni
(K,H, %) eM,X(M,), con «(K,H,% la soluzione del problema (Q).

TEOREMA 6. Risulta:

u(K,H, k) —>u in R* per inf K;; — + oo , inf Hy; — - 00 , inf &y — + oo.

ieE, ieEqg ieEg

(2) L’equazione (5) & non lineare nell’unica incognita #:*! se i ¢ E;UE,; la sua unica
soluzione pud essere determinata esattamente con un numero finito di tentativi (al pit due
se £ e E,, al piu tre se 7 e E,).
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Dimostrazione. Siano (K‘m), H™, /"),ex una successione di elementi di
M, x (M, )? tale che:

N . . . m . . m
lim inf K=400, lim infH{P =400, lim infAll=-4 o
m—>+oo ie€Eg m—>+o0 i€Eg m—>+4oo icEg

e, per ogni meN , 2, = u (K™, H™, 4"™).
Detto v un arbitrario elemento di K, intanto si ha:
(g — )T K™ (I, 24 — ) = Ly 2t — 1,0)" K™ (I 4, — Z)* >
> Iy 4y — Z) K™ 0, — )" >0,
6)  (tw— )" H™ (21, — S)" = Iyt — 30)' H™ (L 265y — )™ =
= (lyty—S) H™ (Lupy —S)* >0,
(e —0)" B (s — Ty tty) ™ = (Lythyy — 130)" 4™ (s — Ly, <
< Ugtty— ) ™ (s —Tyuy™ <o,
nonché, conseguentemente:
(1) %m0 lkr < (o —2)" A (1t — ) = (st — )" Aty — (1 — )" Av =
= (thm—0) f— (thy— )" K (L2t — ) — (tty— ) H™ (I, 240,—S) " -+
+ (ot — U)T A (s—1I; um)+ — (o, — T})T Av < (st — ”)Tf -
— (i — ) Ao < ||ty — 2 |7 - || f — Av ||g
3 (o 2t — Z)T K™ Iy o, — E)+ = (thyy, — W)T K™ (Lo 2 — 2)+ +
A+ o — )" K Luy — )Y < (g —0)" K™ (i — ) =
= (thy—0) f— (e — ) H™ (1 245y —S)* + (g — )" A" (s— Ty ) —
— (thgy — V)" Athy < (ttyy — )" f — (thygy — 0" Aty ,
ed, analogamente;
© (st —S)" H™ (Lt — S)* < (. — )" f — (e — )" Ay,
(10) (s — Tg2t)" 2™ (s — Lyttt < (vt — 0)" f — (bt — 0)" Aty .

La (7) implica che {x,} & limitata. Esiste dunque una sua estratta, che deno-
tiamo con lo stesso simbolo, convergente verso un elemento .

Dalle (8), (9) e (10) si trae che:

. I
Vie E2 [(um.' — zi)+]2 < ’IZ(.T,,F ” Up — T ”R” ° “ f_A”m ”R" ’
18
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. 1
VieEs  [(tm—S)") S <y llttm — vl L — Al

. I
VieE, [ tn) ) S — o lltn— vl | S Ase

(s
e di qui, per m — + oo
Lw<Z ; s<Iw<S$S

ossia 7 € K. Infine risultando, in virtl delle (6), qualunque siano ve€ K ed
meN :

(7/ f— um)T (Aum —f) =0

si ha:

(v —w) (Aw — f) >0 voeK

e quindi w = «.
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