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Meccanica. — Alcuni problemi di vincolo unilaterale per sistem:
di travi linearmente elastici. Nota I di FRaANco MACERI ), RAFFAELE
Toscano ™ e ArLpo MACERI ™, presentata ¢ dal Corrisp. E.
GIANGRECO.

SUMMARY. — A unilateral constraint problem for linear systems of elastic beams
is analyzed in this paper. Conditions of existence, uniqueness and continuity of the solu-
tion are given. A practical computation algorithm is also included.

1. In questo lavoro ci occupiamo di strutture monodimensionali in
regime linearmente elastico, agli spostamenti delle quali siano imposte
limitazioni wunilaterali in corrispondenza di un numero finito di punti.

Pili precisamente, dato il sistema di equazioni di equilibrio:

Ay =f

che risolve, con il metodo degli spostamenti, la struttura assegnata (la matrice
reale e simmetrica A si suppone definita positiva, il che assicura l'esistenza
e Punicitd delle componenti generalizzate di spostamento nodali # quali che
siano i carichi f), studiamo nel paragrafo 2 gli- effetti di ostacoli (o vincoli)
unilaterali rigidi imposti in corrispondenza di alcune delle componenti #,
stabilendo i teoremi di esistenza, unicitd e dipendenza continua dai dati
per la soluzione del problema; analizziamo inoltre la questione, di rilevante
interesse tecnico, della struttura soggetta a carico dipendente linearmente
da un parametro, discutendo poi un algoritmo di calcolo.

2. Siano: z un intero maggiore di 1, {E,, E,, E4} una partizione di
{t,m lolre =@+ + o)™ Yo=(o, -, o) €R™
Denotiamo con:

M,, lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine » ad elementi
reali munito della norma: ||Allm, = sup = ||Av|r~;
jo| =1
M,5 il sottoinsieme di M, costituito dalle matrici simmetriche e
definite positive;
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I, per £€{1,2,3}, la matrice quadrata di ordine # avente pari
a zero tutti i termini tranne quelli diagonali con indice di riga appartenente a
Eg, che sono pari a 1;

R? linsieme {v—(vl, -, v)€R v, =0 VieE, UE3} e con R}
Pinsieme {v = (v;,-- vn)eR"lv =0 VieE UE,}

Precisiamo inoltre che, Vv = (z, ,- -+, v,) € R?, indicheremo ancora con v
il vettore colonna:
(51
v
Studiamo il:
Problema (P) — Dati: AeM,, f=(#f, -, foeR,EZ=C,, -+, 5, eRj,
s=1{(sy, s €RF,S=(S;,--,S,) €R;, con s <S @ e posto:

K={veRr| v <X, ,s<I,v<S},

trovare » € K tale che:

L(Au—f) <o

( @ — L) (Au— f) + S — 1y 0" (Aw— )~ +
+ (s —134) Au—f)T =o@.

g L (Au—f) = o
o :

TEOREMA 1. [l problema (P) ammette soluzione unica.

Dimostrazione. Mostriamo anzitutto che il problema (P) equivale alla
disequazione variazionale:

(2) weK:(v—u) Au—f)=>0 Wvek.
Sia infatti % soluzione del problema (P). Per ogni v €K si ha:
(v —u)' L (Au—f)=o0;
w—u) LA —f) = (lhv—L0)" I, Bu—f) = (v — ) I, Au—f) +
+E—Lw Au—f)=v—3 L(Au—f)=o0;
w—u)" Ty(Au —f) = (g0 —Ly0)" L(Au—f) = (Iy0— Lyu)’ [(Au—p)* -+
+ (Au— )71 =50 — ) [(Au—1)* +Bu—f)7]+
(1) Yo ,w € R%, la notazione # = w va intesa nel senso che Vie{1,.---,n} v, S w;.

(2) Se v = (vy,-++,9,) eR®, vt [risp. #~] denota 'elemento di R"(max{o,z},--
-, max {0, z,}) [risp. (min {0, 2;},- -+, min {0, 7,})].
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+ S —10)" (Au— )t = T30 —Liw)" (Au— T +
F (v —8 Au— )y =30 — ) Aw — f)T +
+Isv — S (Au — f)~ =o0;

sicche :

w—w) Au—f)=@—w) LAu—f)+@—u)" LAz—f) +
+@—u)' I;(Au—f)>o0.

Viceversa, supponiamo che # sia soluzione della (2). Circa la prima delle (1),
Vw e R, risultando # + [, weK e w— 1, wekK, si ha w' I, (Au—f) =
=1, w) Au—f) =o.

Circa la seconda delle (1), Vz2={(z,,-++,2,) €R? con z;,=>0 Vie{1, ,n},
risultando % —I,z€K, si ha 2" I,(Au—f) = (1,5 (Au — f) <o. Per
provare la terza delle (1), poniamo:

Ef = {ieBs|(Au—f)F =0} , EP={ick]|@Au—/ >0},
EP ={{eEs|(Au—f)i =0} , EP={ieEy|(Au—f)i <0}

e denotiamo, Vie {1,2,3,4}, con 1Y la matrice quadrata di ordine #
avente pari a zero tutti i termini tranne quelli diagonali con indice di riga
appartenente ad E{’, che sono pari a 1. Poiché:

s+ 0+ L+1)uek,
si ha:
o= (s— ) Au— )" =[P s — )] I Au — )t +
+ I (s — )]" 1P (Aw — £t = [ (s — )]" I (A — f)* =
= 19 (s — )" 1 (A — ) = (AP s — 1P )" (Aue — f) > 0;
sicché:
(3) (s—1Is30)" (Au—f)Y =o0.
Con ragionamento analogo, osservato 'che:
S+ @+ L+1PuekK,
si ottiene:
@ S—Luw (Au—f)" =o.
Inoltre, tenendo conto della seconda delle (1), gia écquisita, e del fatto che:

T+ +1I)uekK,
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si ha:

0>C—Lu) LAu—f)=C—1,2) (Au—f)>o0;
sicché :
() E—Luw Au—f)=o.

Da (3), (4) e (5) segue la terza delle (1).
Abbiamo cosi dimostrato che il problema (P) equivale alla (2).

Ne segue [4] l'asserto, non appena si osservi che, per « = min 2" Av:
lolga=1

o' Av > alvkn Vve Re,

Osservazione. In base al Teorema 1 il problema (P) equivale anche [4]
alla ricerca del minimo su K del funzionale:

(6) F@=%0"Av—o'f WoeR®
noncheé al problema:
nweK:w (Au—f)>o Vwef(-u,.

dove:

K,={c@v—u)eR"'"|e>0 e veK}.

Inoltre si dimostra facilmente che il problema (P) equivale al seguente
problema di complementarita lineare: ‘

Trovare (u, R ,r) e KXR*XR" tale che:

Au—R+r=f, R=0o,r>0, Lr=0, [ R=0, [ R=0,

@) E—Lw)'r+ 6 —Lin)r+(u—s"R=o0.

Allo scopo di studiare la dipendenza dai dati della soluzione del
problema (P), denotiamo ora, per ogni A€M, ,feR*, ZeR3,seR} e
SeR5(s<S), con u(A,f,2,s,S) la soluzione del problema (P). Vale
il seguente

TEOREMA 2. L’applicazione:
A, f,Z,s5,5eMi XR*XRyXRgXRs —>2u (A, f,Z,5,5) (¢s<9)

continua.

Dimostrazione. Siano, infatti, (A, f,%,s,S) e MfXR"XRixR3xR3
(s < S) e {(A™, f™ = ™ ™y (5™ < S™\} una successione di elementi
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di M;FxXR"XRExREx R} tali che:
Im|A™ — Ay, =0 , lim||/™ —flrv=0
(m)

Im || 2™ —Z|gr=0 , lim||s"™ —s|g»=o0,

lim || S™ —S|gr =o0.

Poniamo:
u=u@,f,2,5,8) , a=mino Av e VmeN,
“”liRn=1
sy = 2 (A™, F™ T (W gy — min ot A™

lolga=1

Evidentemente esistono un v € N ed una successione {«,,} estratta dalla {0t}
tali che:

VE>v ocmk>%.,

Pertanto, detta {w,,} una successione limitata di vettori di R" soddisfacente
la condizione:

vmeN Lw,<I™ | ™ <Iw, <S™,
risulta:
V&>v %[2 || 4 kn < 2emy AP 24y, — (tmy — Wiy)T AP -+
+ w:“k AT Uy < (Umy — 'wm)Tf ”e 4 u’;rnk AP Uy =

< |l g LS N+ 20l LS [l +

4l Wiy flr= ” A" “M,, " Umy ”R" .

Tale disuguaglianza implica che {,,} & limitata. Esiste quindi una sua
estratta, che denotiamo con lo stesso simbolo, convergente. Posto # = lim #,,,,
& ovvio che Z€K e soddisfa le (1).

Prendiamo ora in esame il caso in cui il vettore dei carichi f dipende
linearmente da un parametro, ¢ cio¢ del tipo:

f=fo+WM, dove %eR" fieRnAeR

ed indichiamo, per ogni A€ R, con = (A) la corrispondente soluzione del
problema (P).
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TEOREMA 3. La funzione u () é continua e generalmente lineare in R ®.

Dimostrazione. La continuita di # )) consegue dal Teorema 2. Per ogni
» € R poniamo:

EfY = {FeE | (Au () — f)i <o},
ESD = {f e Es | (Au () — /)7 < o},
E{D = (i€ By | (Au () — )i > 0},
e consideriamo la terna:
Ju () = (B, EFY, EfY) .
Mostriamo che:

@) Se N e\ sono numeri reali, con N'<\', tali che Ju (\') = Ju (\'"),
allora:

® w0 =w) e FuO) A e ]
©) Ju)=Ju() Ve [N, 2],
Verifichiamo la (8). Posto:
v =u) ———,—I,— + N — 7\,, vre [N, 0],
A 7\ A
¢ palese che:

sk, LMe®—f=o , LA —f<o.
Si ha“poi: »
E—LomW) Ae®—f+E—TLrM) Ar®) .—f)_ Fl—Lo)

12

ooy = =[L(2=i E—vont ph @ —wo)|
(R w0 — o 10 f) + o (A <w'>—<fo+w'f1>>)

o [ R “ODF 3 he <s—u<w'>>)]T

(3) Nel senso che esiste una partizione finita di R costituita da intervalli:

{Bl,“-, Bm}

tale che, V7 e {1,---,m}, le componehti della restrizione di # (A) a B, sono polinomi al pilt
di primo grado.
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(7?—,.;\\!/ (A O‘)_—(jo—l_)\fl))—l— )\// ;\/ <A' (”)“‘(fo ll,fl)))— +

+ | (%:—14 — w00+ g —u )|

( A )\// (A (7\>_(f0+7\f1)) + 7\// 7\/ (A'u O\“)_—(fo_l—;\”fl)))

La (9) & ovvia. Acquisita la @), per ogni terna:
J=(1,J2,J0), dove JiSE,, J,€E;,JsSE; e J,N]3=2,

poniamo:
Aj={ReR[Ju()=1]}.

Consideriamo quindi la famiglia (finita e non vuota) & delle terne J tali che
Ay @. In virtu della @) linsieme:

{Aj] Je #}

¢ una partizione finita di R, costituita da intervalli. Inoltre la restrizione di
# (A\) a Ay ha componenti che sono polinomi al pit di primo grado.

Infine, per quanto riguarda il calcolo della soluzione del problema (P),
consideriamo innanzitutto che alcune indicazioni si traggono dalla formu-
lazione equivalente (6) che consente di applicare numerosi noti procedimenti
di programmazione quadratica, e (7), alla' quale possono venire adattate
alcune tecniche di complementaritd lineare. Tuttavia, la particolare sempli-
cita del convesso K rende utile la proposta di un procedimento risolutivo
specifico per il problema e che goda del pregio della semplicita.

Consideriamo percid I'algoritmo:

/ I »n
s 8?4‘1_—_;7'—(][,‘- Zd”%j ﬁzdij%‘,;)
" J=
[t = e+ )
dove:
’ /uf—l—b‘f“, se fek,;
Py (s + 8 = { min {uf + 81", 2}, se ieE, |
‘max {s;, min {2k + 8+, S)}, se i€Ey.
TEOREMA 4. La successione {u*} converge wverso la soluzione u del
problema (P). :
Dimostrazione. Posto, per ogni £2eN:

0 s . Bili B+l k1
0= =" e, per ie{1, -, n} , WV = (T +

k k
gty Ug »%‘i+1>"'7un)
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si ha:
F (uk+1,1') —F (uk+1,i—1) — % (uk"'l'i _ %k+1,i—l)TA <%k+1.i . uk+1.i—1) +

@ — N ATy — Loy (T — b

+ (! — o) (Z ai it Z 4 ——fz)

=Yy (T — ) — @y (T — ) S = — L gy BT — ) +

g (T o) [Py otk + ST — (o + 8] < — L 2y (o — )P
e quindi: ‘

(10) F(uk> o F<%k+1) _ 12 (F (uk+1,i—-l) _F (uk+1.i)) > % :V;\' k+1 . %?)2

essendo ¢ = min a;; .
Dalla (10), tenuto conto che F (%) < F(«*) V£eN, si trae che {F (%)}
¢ convergente, e di conseguenza:

(11) lim || 2%+t — #* ||gn = o

(12) {#*¥} & limitata .

Osserviamo ora che, per « = min o' Aw:
lvlgn=1

Y ( 3. @ — % <u>) @ — ) = al| 1 — [ ;
pertanto, essendo:

X wer—wzo 5w

’C+1,‘i) (ulgﬂ-l . u."> _<— o,

< oF ;
2 ( o ) — — @) @ — ) = o] b — [
1=1 3

4

e di qui Passerto, in virtu di (11) e (12).
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