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Oceanografia. — Le distribuzioni degli intervalli tra g li zeri di 
fu n zion i aleatorie del tempo Nota I di P aolo B occotti ((*) ** (***)>, pre
s e n t a t a ^  dai Corrisp. B. D e  F in e t t i  e E. M a r c h i .

SUMMARY. —  A  rigorous solution for the distributions of intervals between zeros o f  
random functions is presented. Such a solution is then developed in detail for a gaussian 
random process.

The present analysis has immediate connexions with the probabilistic approach to 
the calculation of apparent periods of wind generated waves on ocean surface. The results 
of this note may also find some applications in other fields of engineering.

I. Si presenta una soluzione rigorosa per il problem a della distribuzione 
degli intervalli tra  gli zeri di funzioni aleatorie del tempo continuam ente 
derivabili in (o , 00), problem a già affrontato tra  gli altri da Rice (1944), 
(1945), Me Fadden (1956), (1958) e Longuet-H iggins (1958), (1962). L a pre
detta soluzione viene quindi sviluppata com pletam ente per il modello di 
un processo stazionario ed ergodico di tipo gaussiano, adottato  da L onguet- 
Higgins (1952), (1963), (1975) per la rappresentazione del profilo delle onde 
generate dal vento su profondità infinita. Esso può essere proposto nella 
forma

La Ç è una funzione del tem po t  che può rappresentare, ad esempio, 
lo spostam ento verticale della superficie libera del m are in un assegnato 
punto. Il processo si compone delle infinite realizzazioni della funzione £ (7), 
secondo i valori che di volta in volta assumono le variabili ordinate cn , <7n 
ed zn. Tali variabili aleatorie che rappresentano, rispettivam ente, ampiezza, 
frequenza ed angolo di fase delle onde sinusoidali componenti, vengono 
definite in modo tale che il processo (1.1) presenti caratteristiche di stazio
narietà ed ergodicità. In  particolare, per ogni realizzazione del processo, le 
variabili cn devono essere tali che

( ì .2) 2  2 cn ~  E  (a) 8(7 per quei valori di n  tali che Gne [a , a -f- Sa-] ,

(*) Ricerca eseguita presso l’Istituto di Idraulica dell’Università di Genova.
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dove §<t è un prefissato intervallo infinitesimo, E '(a) è la funzione densità 
spettrale di energia ed m 0 il momento di ordine zero della E  (a) rispetto 
all’asse a =  o.

M ediante l’analisi del modello (1.1) Longuet-H iggins (1952) ha deri
vato la legge di distribuzione di tipo rayleiano per le ampiezze delle onde 
apparenti nell’ipotesi di spettro di energia stretto; tale distribuzione è stata 
conferm ata come valida per la quasi totalità delle condizioni di m are dai 
rilievi sperim entali operati nei successivi venticinque anni in ogni, parte del 
m ondo. Si osserva che per il processo (1.1), a deferenza della densità di 
probabilità delle ampiezze apparenti, quella degli intervalli tra  gli zeri non 
tende ad una funzione ordinaria quando la larghezza dello spettro si appros
sima a zero, bensì tende ad una funzione di Dirac. Ne consegue che qualsiasi 
funzione ordinaria per la densità di probabilità degli intervalli tra  gli zeri, 
può essere ricavata solam ente m ediante la precisazione della funzione densità 
spettrale di energia E (a).

2. Per una funzione aleatoria Ç (t) del tempo continuam ente derivabile 
in (o , 00), considerati gli istanti t  per i quali Ç (t) =  o, si indica con p i (T) 
la densità di probabilità dell’intervallo di tempo T che separa l’istante t  da 
quello /  +  T  dellV +lesim o zero di Ç successivo a quello di t. In  particolare 
per i =  o ed 2 =  1 l’intervallo di tempo T viene definito, rispettivam ente, 
semiperiodo e periodo apparente.

Per un intervallo di tempo F  (JT >  o), si considera la funzione
t+r > 1 £*), dove £ è la derivata rispetto al tempo di Ç e la simbologia

sostituisce per semplicità la Ç (/). Tale funzione rappresenta la densità di 
probabilità congiunta delle variabili Ç e t  all’istante t+& "  per un fissato 
valore di Ç all’istante t. Si considerano inoltre le funzioni p i (T , t t+ f)  che, 
per Ç (t) =  o, rappresentano la densità di probabilità dell’intervallo di 
tem po T tra  t e  l’istante dellV +lesim o zero di Ç successivo a quello di t, 
congiuritamente con £ all’istante t

Se le funzioni considerate sono continue dalle precedenti definizioni 
discende la seguente identità

_   00
(2.ï) p  (t i+S' , Kt+^ I K>t) dtj+j^ — 2  Pi > t  t+sr) d 11+^ dT

i = 0

dove la sopralineatura indica che si considera il valore zero della variabile 
e dove si ha

(2-2) — I tt+tr I dT .

L a (2.1) può essere riscritta nella forma

__  OO

(2‘3) P y | £*) I I =  2  Pi *i= 0



P aolo  B o c c o tt i ,  Le distribuzioni degli intervalli, ecc. 28 9

Se la funzione in tt+ ^  a primo m em bro di questa equazione è limitata, 
la serie converge e, considerato che le funzioni p i (T , tt+ ^) sono definite 
positive, la convergenza è assoluta. Per integrazione di ambo i m embri 
della (2.3) si ottiene

+00
r  00

C2-4) I I t t+ r  I P (Xt+s-, Zt+$-1 Kt) àtt+sr =  2  Pi ( L  ■J i=  0
— OO

Avendo fissato come intervallo di tempo arbitrario e maggiore di zero 
la (2.4) può assumere la forma generale

+00
00 r

(2-5) X  pi (T) =  I L+t I P (ë+T , ë+x , Xt) d t,t+rlp (Xt) •i=0 J
— OO

In seguito la serie delle funzioni p i (T) verrà indicata con il simbolo S (T).

3. Indicando con (T 0) il valore medio di T  rispetto a p 0) si definisce 
la variabile adimensionale

(3.1) t =  T /(T 0) con (T 0) =  re (1)

se esiste il m om ento m 2 del secondo ordine rispetto all’asse a =  o della fun
zione densità spettrale di energia E (a).

Si possono pertanto ricavare le nuove densità di probabilità

(3.2) p i  (t) =  7T (m 0lm2f  p i  (T) .

Sostituendo nella (2.5) la variabile T con la variabile adimensionale t, 
si ottiene

00
00 r

(3-3) S ä  (t ) =  2 n O^o/^a)4 tt+Tp (tt+T , Xt+T , Xì) à l t+Tlp (Xt) .i=  0 J
0

In seguito la serie delle funzioni p  i (t ) verrà indicata con il simbolo S (t). 
In questa equazione si è tenuto conto della simmetria, rispetto all’asse 

=  o, della p  (tt+t ,  K>t+t> £*) relativa al processo gaussiano (1.1). Per 
tale processo le funzioni densità di probabilità  che com paiono nella (3.3) 
possono essere determ inate con riferim ento all’insieme delle realizzazioni. 
Pertanto fissato un istante arbitrario  t0 la S (t) può essere espressa nella 
forma

oc

(3.4) S (t) =  2 TU (m0lm$ j  t  (0+T /  ( t (0+T , L 0+x , ëo) à t t()+TlP (Xt0) •
0

(1) Il valore di (T0) nella (3.1), relativo al processo (1.1), è stato calcolato per la 
prima volta da Rice (1944) come inverso del numero medio di zeri per unità di tempo.
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Le £*0+t  > Çf0+T > risultano funzioni delle variabili aleatorie ordinate 
cn>Gn ) zn- Assum endo che siano soddisfatte le condizioni necessarie per 
l’applicabilità del teorem a del limite centrale, la densità di probabilità con
giunta delle Ç*0+t  , Ç*0+t  , risulta di tipo gaussiano. Essa è individuata 
dai valori medi (tutti eguali a zero) e dalla seguente m atrice di covarianza 
i cui elementi possono essere determ inati con riferim ento alla generica rea
lizzazione del processo

m 0 <K(T) ^ ( T )

^ i(T ) m 0 O

(T) O m 2

In  essa la ^  si ottiene per trasform azione della funzione densità spet
trale di energia E (a) m ediante la

00

(3.6) ^  (T) =  f  E  (a) cos ctT d<7
0

e la indica la derivata della ^ . D ate le considerazioni precedenti sulla 
densità di probabilità congiunta delle £ <0+T , £*0+t , C<0, si può ricavare 
l’espressione

(3-7) P (X t0+T , 0 0+t  , X t0) =  (2 t t ) -8/2 B “ 1'2 (T) exp [ -  |  t?fl+x A (T)/B(T)]

dove le funzioni A  (T) e B (T) si ottengono dalla E  (or) m ediante le

(3.8) A  (T) =  m \ — ^  (T) ; B (T) =  m l m 2 — m 2 ^  (T) — m 0 <J>'2 (T) .

La distribuzione della , in particolare, risulta di tipo gaussiano ed è
ind iv iduata dal valore medio zero e dalla covarianza m Q, pertanto

(3-9) P (Xto) =  (2 Km0)-è .

Particolarizzando nella (3.4) le funzioni densità di probabilità m ediante 
le espressioni (3.7) e (3.9) ed operando l’integrazione a secondo membro, 
si ottiene

(3.10) S (t) =  m 0 [ml -  (T) -  (m jm ,)  (T)]*/ [m\ -  (T)] .

Definita la funzione

(3-1 0  'I' W  =  ^  ( T ) K  ,

la relazione (3.10) può essere trasformata nella

(3. 12) S (T) =  [I -  ^  (T) -  <K2 ( t )M * /[ i  -  4-2 (91
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dove t|/ è la derivata della La S (t) è stata ricavata per T, ovvero t , 
m aggiore di zero; si definisce per continuità S ([0) =  lim S (t), se questo 
limite esiste (v. appendice B). T~>0

Se il momento m 2 esiste, la funzione densità spettrale di energia E (g) 
può essere espressa nella seguente forma implicita

(3.13) E  (a) =  m 0 (m 0lm2f f  (è) per 5 =  a .

I mom enti della / ( f i )  rispetto all’asse fi =  o, di ordine zeio e due, siano 
entram bi uguali ad uno. Viceversa, definita una funzione / ( f i )  >  o in [o , oo) 
ed avente i m om enti di oidine zero: m 0 e due: m 2, presi rispetto all’asse fi =  o, 
tali che

(3.14) m 0 =  m 2 =  i ,

viene ind iv iduata m ediante la (3.13) una famiglia di funzioni densità spet
trale di energia in term ini dei rispettivi m omenti m 0 ed m 2. A  tale famiglia 
corrisponde u n ’unica funzione ij; ( t)  e, per la (3.12), u n ’unica funzione S (t); 
in quanto la ^ (t) si può ricavare dalla / ( f i )  mediante la relazione

oo

(3.15) 'P (r ) — I /  (e) cos (n ö r )  d 5
0

alla quale si giunge dalle (3.6), (3.11) dopo aver sostituito le variabili T 
e a con le variabili adim ensionali t e fi e dopo avex utilizzato la relazione (3.13) 
per la funzione densità spettrale di energia in forma implicita.

In una N ota successiva, utilizzando le serie S (t), si ricavano alcune 
soluzioni num eriche per le funzioni p 0 (t).

A ppendici

A. Si definisce il param etro S =  dove \Æ2 è il m omento del
secondo ordine della funzione densità spettrale di energia E (a) valutato 
rispetto alla relativa frequenza media (a).

Si ha

(A. i) S = i  — (g) 2 m 0/m2 .

La frequenza ( g )  è esprimibile in term ini del valore medio (fi) della /  (fi) 
m ediante la relazione

(A.2) <ff> =  (m2lm 0f  <5>

che è ricavabile dalla (3.13); Pertanto, sostituendo nella (A. 1) a (a) la sua 
espressione (A.2), si ricava per 8 la relazione

(A.3) 8 =  i - < 5 > * .
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Il param etro 8 è definito in (o , 1) ed è unico per una famiglia di spettri 
ottenuta dalla m edesima funzione / ( f i ) .  Q uando 8 tende a zero gli spettri 
della corrispondente famiglia risultano via via più stretti; viceversa, per 8 
tendente ad uno, essi diventano via via più larghi (m om enti m  di ordine 
maggiore al secondo tendenti all’infinito). Esso appare come un param etro 
validam ente indicativo su tu tto  il suo dominio di esistenza per spettri aventi 
m om enti m  di qualsiasi ordine.

B. Dalla espressione (3.15) relativa a ^ (t) si ricavano le seguenti re la
zioni tra  le derivate di ordine r  della (t) all’origine ed i mom enti m T di 
ordine r  della /  (fi) rispetto all’asse fi =  o

(B.i) i c
ì (-O*- per r  dispari, 

7zr m r per r  pari ,

dove si è utilizzata la simbologia (t). In particolare, per le condi
zioni (3.14), si ha

(B.2) ^0 =  1 > tyo =  — 7T2 .

Pertanto  la S (t) espressa dalla relazione (3.12) assume la forma indeter
m inata 0/0, per t  tendente a zero. Il corrispondente limite /  risulta

(B-3) l  =  [— fa2 ^  +  ^ V)/4 tu2/o  V o f  >

che pei le (B .i), (B.2) si riduce alla forma 

(B-4) l  =  —  i f  .

Per le famiglie di spettri aventi momenti ni di qualsiasi ordine, il limite /  
varia da zero ad infinito al variare del param etro di larghezza 8 (A .3) da 
zero ad uno.
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