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Teorie relativistiche. — Swur lexistence et I'unicité du probléme
de Cauchy pour un fluide velativiste chargé et conducteur de chalewr.
Nota ©® di SeBastiano Giamsd e AnToNio GRECO, presentata dal
Socio D. GraFrFI.

RIASSUNTO. — Si dimostra il carattere iperbolico non stretto, nel senso di Leray—Chya,
del sistema della magnetoidrodinamica relativistica per un fluido conduttore del calore con
conduttivitd infinita. Di conseguenza resta provato, in una opportuna classe di Gevrey, il
teorema di esistenza e unicita della soluzione del problema di Cauchy per il predetto sistema.

1. LES EQUATIONS DU CHAMP

Un fluide relativiste chargé conducteur de chaleur, de perméabilité
magnétique p et de conductivité infinie, est decrit par le tenseur énergie—
impulsion [1]

T = (oo — [ (1 ) ) i,

olt » est la densité propre de matiére correspondant au nombre spécifique
de particules, f est l'indice du fluide, p la pression, #" le vecteur vitesse
unitaire: #”u, = 1, &, le vecteur champ magnetique purement spatiale:
Why=o0, et i* = —h"hy > o.

Les équations du champ sont données par les équations de conserva-
tion de l'énergie—impulsion

(I) Vu r-[‘(ZB = 0 y

V. étant la dérivation covariante par rapport & la métrique donnée g™
I’équation de conservation du vecteur courant de chaleur

(2) Volg*u” +¢) =0, U =o0,

ol g* " et ¢ sont respectivement le courant de chaleur de convection et
le courant de chaleur de conduction; 'équation de conservation de la densité
matérielle propre «totale»

(3) Va(‘l]ua)=0, 7]:7-_{._9*;
les équations de Maxwell, qui dans les conditions considerées s’écrivent

(@) Ve @i — P i) =o0.

(*) Pervenuta all’Accademia 1’1 settembre 1978.
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Les variables thermodynamiques sont liées par la relation
#T dS =rdf—dp———_"'(‘;"‘) A

ol T et S désignent respectivement la température propre et 'entropie spé-
cifique du fluide, et, par la suite, », T et %® seront prises comme variables
thermodynamiques indépendantes. On complete le systéme d’évolution en
ajoutant la loi de conduction de la chaleur [2]:

() ga + 128 (3p gu — 20 g8) + 4u® [V (Ttea) — Va (Trg)]

olt y et £ sont des coefficients positifs.

Des équations écrites on peut deduire, de fagcon usuelle, I'équation ther-
modynamique

6) 7T 34, S + fVag™ =0

et le systéme aux lignes de courant

@) Of + wh®) u* Vo 1l — 1 2, [p-H,,(I _%) /f] 4

A sl WP IV by — VG B — iV B =0

avec y® =g — " P,

Le systeme d’évolution est équivalent au systéme constitué par les équa-
tions (2), (3), (4), (5), (6) et (7) dans les inconnues #", 2%, 4% »,T et ¢*;
que on appelera systeme (S).

2. CARACTERE QUASI-LINEAIRE DE (S)

On suppose dans la suite verifiées les hypotheses thermodynamiques
suivantes

®) e=pW,A) , apr>kpr , TSr>pr
ot p = T® s, 15.

Dans la métrique donnée le systeme (S) est quasi-linéaire pour le choix
suivant des indices de Leray [3]:

@S =m () =m @) =m@) =m @) =m) =1

n@) =n@) =n) =n@E)=n06 =07 =o
ol les nombres en parenthése se rapportent évidemment aux équations cor-
respondantes. La partie principale de (S), d’ordre ka———z n; =15 est
donnée par ‘ k ?

P ()= [P OF [PL D) [P: (D] [P: (D)
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avec
Py()) = 2w I,
Py (D) = (f + uh®) (" )" — p (4" )"
Py (0) = (upr— kpy) (7 L) -+ kp, I/,
Py (2) = 7f TSy — pr) (o L)' +
+ {Gfpr + v TA Sy) (" 1)* — ppr B 1)} P L

L’équation P (/) = o avec /, = 2¢[3x™ détermine les varietés caractéristiques
du systeme (S), d’équations locales ¢ (x*) = o, qui sont:

— les ondes materielles, solution de P, (¢,) = o;
— les ondes d’Alfvén, solutions de P, (¢4) = 0;
— les ondes thermiques, solutions de P, (p,) = o;

— les ondes magnétohydrodynamiques, solutions de P, (¢,) = 0.

En se rappelant des ondes gravitationnelles données par G (@,) =

= g™ 9, 03 = 0, il est facile de voir que, sous les hypothéses thermodyna-
miques (8):

I) les varietés caractéristiques sont orientées dans le temps;

IT) les operateurs differentiels qui leur sont associés, ainsi que les
produits de ceux associés respectivement & P, et P,, & Py et Py
sont hyperboliques stricts.

3. CARACTERE HYPERBOLIQUE NON-STRICT DE (S)

Le systeme (S) est hyperbolique non-strict au sense de Leray, comme
on peut le verifier en appliquant le critétre de M. Y. Choquet [4]:

@) le polyndme caractéristique P (/) est produit de #= 9 polyndémes
hyperboliques stricts:

CO=Ch=C)=Py() , C(h=ChH=A0),
C)=Ci()=B(@) , CGO=P,DOP. ) , CO=P,DP:()
avec |
AW =il ly + 10, B = ly— il , ©=I[0f -+ ph®) p "

b) les cones définis par C; (/) =o (z =1, ++,9) contiennent dans
leur intérieur le céne fondamental G;

¢) si d; est le degré de C; (/), alors supd; = 5 > sup g — inf n; =
i ; J
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Les données de Cauchy sur une hypersurface £ d’équation locale 2° = o
sont pour le systeme (S)
{%0‘, /luv ga’ 7, T 3 9*}x0=0 .
Si les donées de Cauchy appartiennent a la classe de Gevrey d’indice

¢ \ . .
=T = —g—, le systeme (S) admet une solution unique dans la classe

de Gevrey de méme indice, dont le domaine d’influence est le céne fonda-
mentale G de la métrique.

o

4. REDUCTION DE L’INDICE

D’apres [4], si tous les mineurs des élements du déterminant P contien-
nent en facteur un méme polyndéme f (/), on peut obtenir pour le systeme (S)
une forme diagonale simplifiée. Si le polynéme

g P
P()= >t
O=70
est produit de # facteurs hyperboliques stricts, le systéme admet une solu-
tion unique dans la classe de Gevrey d’indice o' = z‘_’-t——l—

Pour le systeme (S), un calcul directe permet d’établir que tous les
mineurs de P contiennent en facteur Pg(2) P, (/). On obtient ainsi

PO=Pi@)P2() Py ()P ()

avec
Pi()=P,(DP,()) , Ps()=A(@) , Ps()=B@® , Pi=P, (D,
ol les #' = 4 facteurs P; (/) (/ = 1,---, 4) sont des polynémes hyperboliques

stricts. Les conditions du critere d’hyperbolicité non-stricte sont encore
verifiées étant sup d; = 5 > sup »z, —inf »; = 1.
i k i

En conclusion on peut affirmer que, sous les hypothéses thermodyna-
miques (8), le systéme (S) est physiquement équivalent & un systéme hyper-
bolique non-strict admettant, relativement au probleme de Cauchy, une
solution unique dans la classe de Gevrey d’indice o' = (4/3).
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