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Fisica matematica. — Su wna classe di equazioni conservative
ed iperboliche completamente eccezionali e compatibili con una legge
di conservazione supplementare . Nota ¢ di Giovanni Crupr e
AnxprEA Donaro, presentata dal Socio D. GrarFI.

SUMMARY. — We characterize a set of second order hyperbolic conservative equations
that are both compatible with a supplementary conservation law and completely exceptional.

In una recente Nota [1] e stata considerata un’equazione del secondo
ordine, conservativa ed iperbolica, del tipo

(1) e + 3 Fi (g, u) =0 f=1,2,3)

dove % & la funzione incognita, #, = 9,2 = u[ot e wu, = 9, u = Ou[dx,.
Tra laltro, & stata precisata la struttura che debbono avere le fun-

zioni I affinché la (1) ammetta una legge supplementare di conservazione
della forma (vedi [2]):

@) Sk + 2 =0

con densitd di energia convessa. E precisamente si & dimostrato che la (1)
& compatibile con la (2) se:

€ b=l (2) + b @)

@ F' = (/) (— /2" + ¢ (2))

dove ‘per brevita si & posto 7

(s) w=9o ; v=2%u,

mentre le ? (@) indicano delle arbitrarie funzioni di integrazione.

Nella presente Nota si riprende 1'analisi dell’equazione (1) limitatamente
al caso i =1, 2, allo scopo di ricercare:

i) la struttura delle Fi che la rendono corhpletamente eccezionale;

ii) le eventuali F? che la rendono compatibile sia con una legge
supplementare di conservazione che con la condizione di completa
eccezionalita.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei contratti di ricerca del C.N.R., Gruppo Nazionale
per la Fisica~-Matematica.
(**) Pervenuta all’Accademia il 6 ottobre 1978.



G. CRUPI e A. DONATO, Su wuna classe di equazioni conservative, ecc. 121

La (1) soddisfacente la ii) risulta completamente eccezionale ma, in
generale, non & strettamente eccezionale. Acquista tale proprietd solo nel
caso unidimensionale.

Nell’ultima parte del lavoro si ha occasione di proporre una naturale
generalizzazione della (1) che conserva le predette proprieta.

N. 1. La (1), dopo le (5), pud essere posta nella forma

) Uy -+ Ffa O,y -+ F:/E 1y =0
dove
7) b = 9F"/ou, Fye = OF* [ouy .

Supponendo che le derivate di ordine massimo della # subiscano un salto
attraverso la superficie ¢ («%, #) = o ed applicando, nel modo usuale, la teoria
dei fronti d’onda di discontinuita, dalla (6) si ottiene il seguente polinomio
caratteristico

) PO =2 —Fhn;r+ Fenm =o,
dove
9) A= —q,f|grad | n; = @;flgrad ¢ .

Richiedendo che la (1) sia completamente eccezionale si ha

(10) Oh = (A)os — (Ag)e- =0
per ogni radice A di (8). Nel caso in esame la (10) comporta
(11) — Mg FANin;=o0.

D’altra parte, derivando rispetto a @ e rispetto a o' la (8) seguono le due
equazioni

P' ) Ao — Fgg i A + Fogtn;ny = 0
(12) P’ (W) Ayi — F,i n; A+ Fit,i ;Mg = O
da cui, dopo la (11), si trae
(13) A Foo 7, — 2 WFyi 7 m5 + Fipoi mymy ;= 0.
Eliminando da quest’ultima e dalla (8) A” si ottiene la seguente relazione:

(14) A (Fhg Fly — 2 Figs) n;n; + (Fiagi — Flag Fit) g ny n; = 0

che deve essere soddisfatta qualunque sia A. Ma cid pud accadere se e
solo se

(ts) (F%@ Flhy—2 Fimj) i, =0

; S
(Fotoi — Foo Fop) nynpn; = 0.
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Nel seguito, per ragioni di semplicita, considereremo il caso di due sole
variabili spaziali oltre il tempo.

N. 2. In questo numero si procedera al calcolo effettivo delle
Fi( = 1, 2) che rendono completamente eccezionale la (1). In tal caso le
condizioni (15) conducono alle

| FhFhg —2Fhs=o0
Fp Fog —2 Fpp =0
Foo Fb + Foe Fo —2 Fhap —2 Fhp =0
Fyp — Fop Fn =0
(16) Fhp —FhFa=o0
2 Fyp— Fop Fa — Figg Fp =0
Fa,— g Fa=o0
Fpp — Foo Fip =0

2 1
2 Fhy — Fpo Fn —Foo Fr = 0.

Le prime tre equazioni delle (16) si possono riassumere nella
(17) 3ep {Fy Fly —2Fa —2Fi} = o

da cui segue

(18) Fiy Fly — 2 Fle — 2 Fl = A™ (o, oH)

dove le A¥ sono funzioni arbitrarie di integrazione. D’altra parte, ponendo
uguale a zero il discriminante del polinomio caratteristico (8), si ottiene

e percid, se A% — o, le prime tre equazioni delle (16) traducono la condi-
zione di molteplicita per le radici di (8). In tal caso ¢ facile verificare che
le F' soddisfacenti la (19), soddisfano anche tutte le equazioni del sistema (16).
Si pud concludere che per A% = 0 la condizione di completa eccezionaliti
‘per la (1) coincide con quella di molteplicith per A e cid in accordo con
quanto stabilito in [3]. ”

Nel seguito scarteremo tale caso perché esso implicherebbe la perdita
della iperbolicita per I’equazione (1).

Il sistema (16) puod essere integrato utilizzando opportunamente la solu-
zione relativa al caso di una sola variabile spaziale. In tal caso il sistema (16)
si riduce alle due sole equazioni

g FIQ.F}M~—2F1Q,,,I=O

| Flyw—Fho Fh=o



G. CRUPI ¢ A, DONATO, Su una classe di equazioni conservative, ecc. 123

la cui soluzione, gia stabilita da Boillat in [4], ¢ espressa da

—a@? +bp + ot +d
avt +g

(21) Fl =

con a,b,c,d,g costanti arbitrarie di integrazione.
La forma della soluzione (21) suggerisce di ricercare le eventuali solu-
zioni di (16) ponendo:

S Fl=Ag? 4+ Bg +C

(22)
| FP— Lot + Mg ¢ N
con
e —A® L A
A, (@) o' + G, () Ay (@) 2* + Gy (1)
_ B, @) . B, (@)
(23) B= A, () o' + Gy (& M = Ay (@) v® + Gy (WY
C— C, @ vt + D, (%) N — C, () v + Dy (vY)
| A, @) 4 Gy (0% A, @H vt + Gy (@Y

dove A;, B;,C;,D,;,G; (¢ =1, 2) sono funzioni da determinarsi imponendo
che le (22) soddisfino identicamente il sistema (16). Le (22), dopo le (23),
soddisfano identicamente le equazioni (16),, (16)s, (16)4 € (16)3. Sostituendo
le (22) nelle rimanenti equazioni (16) e tenendo conto di (23) si ottiene:

Zmr—:ﬁ??

B =—A(p®+9)

| M=A (o' + pc—9q)

C =—A{w'e® 4 yo' + B (@) + B + e}
N = A{Pre® + v + o« (@O + acol}

A=L=—

(24)

dove ¢, p,¢,a,B,y sono costanti arbitrarie di integrazione. Dopo le (24)
le (22) forniscono le seguenti espressioni per F! ed F?

i — O (PP E et ol 4 B Bt e
e | vihee
F2 — 2% - (—pvt + g — po) 3 — Pt —yo? — o (VY — acw?
o vt 422 4 ¢

che rendono completamente eccezionale la (1).
Osserviamo che, dopo le (25), le funzioni arbitrarie di integrazione
A" introdotte a secondo memibro della (18), restano anch’esse determi-
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nate e risultano espresse come funzione di 2! e 2® soltanto. Precisamente
si trova:

At = A2 {p* — 4 (a — B)} (% + 2 {pg — 2 (ac — Bc + )} o' + 2%
AR = A% — A~ — 4 (B} ot 0?4
+{2(g—10)—2@c—ac+y)}o* +
(26) +{—pg-2@c—ac—y}ot +
+{P—pgc t2y¢—2@ —w) Y
AR = A2 {{* — 4 (e — B} @O +
F2{c—9) p—2(w—Bc—v}o' +{g—2" +4ve}}.
Chiudiamo questo numero indicando come la presunta iperbolicita della
(1) implica delle restrizioni sulle costanti arbitrarie di integrazione » ;g;

o;v;B; e Infatti la iperbolicita richiede che il discriminante del polinomio
caratteristico (8) sia una quantitd positiva e ricordando che

(27) A=A%nm

basterd imporre che tale forma quadratica risulti definita positiva.

N. 3. Ci proponiamo ora di caratterizzare le' eventuali funzioni
F'( = 1, 2) che rendono la (1) oltre che completamente eccezionale, anche
compatibile con una legge di conservazione supplementare. A tale scopo
occorre ricercare eventuali soluzioni del sistema (16) che siano della forma (4).

Poiché le (235), tra I'altro, esprimono che le soluzioni di (16) non conten-
gono termini puri in @ bisognerad porre ¢' = o (i =1, 2). Di conseguenza
le F* da noi cercate dovranno essere della forma

Fl = —g(2) o0t
F = —g (2) /o,

(28)

dove si & posto
(29) £(®) =1/h.

Il confronto tra le (25) e le (28) suggerisce di porre uguale a zero i termini
delle (25) che non risultano compatibili con le (28); cid comporta

(30) p=a=B=y=o.
Dopo la (30) le (26) si particolarizzano nella

' s — 22+ g0
12—
(31)‘ F F ot 0?1
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e confrontando con (28) segue:
g(0)=2"—q2

Sy = k[0 = 1[(v? +v® + o).

(32)

Agli stessi risultati si giunge, come & facile accertare, sostituendo le (28)
nelle (16) e procedendo alla integrazione del sistema che cosi si ottiene
per g ed /4.

Le F* date da (31) sono le cercate funzioni che rendono I'equazione (1)
completamente eccezionale e compatibile con una legge supplementare di
conservazione.

Tenendo presente la (29) e integrando il sistema (28) si ottengono per %,
ed /%, le seguenti espressioni

= (2g)log @ {(2 —g)|o} —log (z —q) + &
hy =log ¢ (v* + % + ¢)

(33)

dove @, 4,¢ sono arbitrarie costanti di integrazione. E cosi, dopo le (33)
resta determinata anche la legge supplementare di conservazione associata
alla (1) nel caso in esame.

N. 4. L’equazione (1) dopo le (31) e le (5) si specializza nella
<34> #y + Zi ax,‘ {(qut _ %%/(”xl + Ugy + C>} =0 (Z- =1, 2)

ed i fronti d’onda di discontinuitd ad essa associati, come si trova facilmente,
si propagano con le velocita

_ut

. (g —u) -t
(35) N = T (gt 7y) Ay = ey + gy + €

Uy, + Uy + ¢

(7 + 7).

Dimostriamo, ora, che l'equazione (34) pur essendo completamente
eccezionale non ¢ strettamente eccezionale ossia possono esistere altri urti
oltre a quelli caratteristici. A tale scopo applicando alla (34) le condizioni
di Rankine-Hugoniot e ricordando la (5) si ottiene:

(36) —s10)+ [, 2T +na>] =o

dove s indica la velocitd dell'urto e [ ] il salto della grandezza considerata.
Alla (36), tenuto conto della condizione di compatibilita
(37) 0,8 = 9,4

va aggiunta la relazione

(38) s[#') + [@]n;=o0.
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Osserviamo che se 2* + 2% 4- ¢ 7 0 il polinomio caratteristico della (34) si
scrive

(69 PO =M@ LR E o=+ ) @ F ) -
— (92 — 2% (1, +n2 =0

d’altra parte da (38) si ha anche
(40) @+ +)+ o (mtm—gn +n)]=o0.

Sommando alla (36) moltiplicata per (7, + 7,) la (40) moltiplicata per s ne
segue

n |5 P00 =0

E facile accertare, operando sulla (40), che [P (s)] =0 per cui la (41)
diventa

42) P ) [1@' +¢* + ) =
e per avere urti diversi da quelli caratteristici basta scegliere
(43) ' [T+ [#*] =0

Quando tale quantitd ¢ diversa da zero i soli urti possibili sono quelli soddi-
sfacenti la condizione P (5) = o cioe gli urti caratteristici.

Nel caso unidimensionale la condizione (43) si particolarizza in [#'] = o
e di conseguenza da (38) segue [@] = o0 quindi assenza di urti. Se ne
conclude che in tal caso i soli urti possibili sono quelli caratteristici per cui
Pequazione (34), per 7 = I, risulta strettamente eccezionale.

N. 5. I risultati ottenuti nei numeri precedenti suggeriscono una natu-
rale estensione al caso di # variabili spaziali. In tale schema la (34) si
generalizza nella

2
T N, 9T NV, —
(44) Uy + Zai%"l‘f }; it % — 2‘ Gin + P 1216 k% =0,

dove le somme rispetto agli indici 7 e 2 vanno estese da 1 ad .
Alla (44) restano associate: &) due onde di discontinuitd eccezionali
propagantesi, rispettivamente, con le velocita

g —

zau—l—c

— 2
Z; ) =

N ™
(45) 1 Zai%“‘f

20,



G. CrUPI ¢ A. DONATO, Su una classe di equazioni conservative, ecc.

127

&) una legge supplementare di conservazione espressa da

%, - uy—q 29;u + ¢
5 al s (- B0) g (i)
(46) c{g g w ) Tlee w—g )T
+a_(—u{(ut~q> Llogﬁ(ut—q) Y
Y\ 22 +t+c ¢ 1y )
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