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Analisi matematica. — Osservazioni sulla lincarizzazione di un
operatore differenziale . Nota ¢ di TurLrio VALENT, presentata
dal Corrisp. G. GRIOLI.

SUMMARY. — In order to obtain some theorems of local existence and uniqueness for
a non-linear differential problem and investigate about the significance of its linearization,
we study the differentiability of a non-linear operator acting among Banach spaces for which
the (formally) linearized operator is an isomorphism.

We give a definition of “ admissible linearization”” with respect to a pair of Banach
spaces.

We consider a differential operator T of the form T == D* g (v, D#), [where Duz is
the gradient of # and D* is the formal transpose of D] and by using the results of [7] we give
examples of admissible and non-admissible linearizations for the Dirichlet problem.

Per T'operatore differenziale quasi-lineare T della forma T# = D*a(x, D),
[ove Dz ¢& il gradiente di z e D* & il trasposto formale di D], si considera
il problema di Dirichlet con condizione al contorno omogenea; le cose che si
dicono (tranne i Teoremi del n. 3) sono, tuttavia, estendibili ad altri tipi di
problemi al contorno per T.

Si considera una linearizzazione formale del problema.

Se il problema linearizzato ¢ ellittico, ci sono degli spazi, per cosi dire
usuali, per la soluzione e per il dato, (H(Q) e H™'(Q)), rispetto ai quali
il problema linearizzato — nella sua formulazione debole — risulta ben
posto.

Cid che si rileva qui, sulla base del Teorema 1 di [7], € il fatto che I'ope-
ratore nonlineare T non ¢ differenziabile quando lo si fa agire tra questi spazi
(almeno sotto certe condizioni).

Questa constatazione conduce a una definizione di linearizzazione ammis-
sibile rispetto a una coppia di spazi di Banach.

Si osserva che la possibilita di avere delle linearizzazioni ammissibili
¢ legata all’esistenza di Teoremi di regolarita per la soluzione del pro-
blema linearizzato: non bastano maggiorazioni in L? del gradiente. Nel
caso del problema di Dirichlet, notoriamente, esistono Teoremi di questo
tipo.

I teoremi 2 e 3 di [7] permettono di ottenere, al n. 3, due Teoremi di
esistenza e unicita locali per il problema di Ditichlet relativo a T.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1978.
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1. DEFINIZIONI

Siano Q un aperto limitato di R* e 2Q la sua frontiera.
Per m intero =1 e p reale >1, sia H®? (Q)={» e 17 (Q) : D* 2 € L? (Q),
|| < m} W dotato della norma |||, definita da

Nl = (I 3,0 unz)w,

essendo L? (Q) lo spazio delle (classi di) funzioni »ea/i di potenza p—ma som-
mabile in Q e ||-|, la norma di 1» (Q).
Hy'? (Q) denoterd la chiusura in H™? (Q) dell'insieme 2 (Q) delle fun-
zioni reali indefinitamente differenziabili in Q e a supporto compatto .in Q.
Porremo, come d’abitudine,

H™(Q) =H"(Q) e H"(Q =H; Q.

Sia (x,y)—>a(x,y) = (a;(x,¥))i=1,...,» una funzione di QXR”* in R*
2a

Y;

tale che

(x,0), (j=1,-++,n), esistano Vx € Q. Sia, per semplicit,
a(x,0)=o0 Vre Q.

Consideriamo I'operatore differenziale (quasi-lineare)

Tu =D*a (x,Du),

ou . . .
ove Du = (—5;—) e D* & il trasposto formale del gradiente D, cioe
j/i=L-m

Popposto della divergenza. Piu esplicitamente:

”n
Tu:———;;{

Supposto @ non lineare in y, consideriamo l'operatore differenziale lineare

Ty 2 = D*/(x, Dw),

)
o, a; (x , Du) .

ove / = (0)i=1,...,n ¢ la funzione di QXR" in R* definita ponendo
< da
[(x,) =Z_;‘1 -%v(x »0) ¥; -
Se v & una funzione di Q in R" porremo, per ogni x € Q,
At(x)=a(x, v (x) , Lr(x)=I(x,r&),
Ajr(@) =a;(x,7(x) , Lit(x)=4F,7x).

3l

(1) o= (o, 00,), Jau) = oy F+ o, (0,0 +, 0, interi = o), Da___m.
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Consideriamo il problema

| Tu=f in Q

)
( % =0 su Q.
Diremo che il problema lineare
Tou= in Q
(PL) ) Tou=f

)u:o su 2Q

¢ ottenuto linearizzando (formalmente) nell’origine il problema (P).

Siano S, e S; due spazi di distribuzioni in L, il primo per la soluzione «
e il secondo per il dato f;S, e S; siano spazi di Banach.

Gli elementi di S, siano « funzioni» verificanti, in un qualche senso, la
condizione di annullaisi su 2Q e tali che le loro derivate prime siano «fun-
zioni » potremmo supporre, per esempio,

S. < Hy (Q) .

Affinche T sia definito in S, (intendendo D e D* nel senso delle distribu-
zioni), supponiamo che AD# sia localmente sommabile in Q per ogni #€S,.

Se T & un omeomorfismo di un intorno U dell’origine di S, su un intorno
V dell'origine di S;, conveniamo di dire che /Ja Zinearizzazione (PL) del pro-
blema (P) nell’ origine é ammissibile vispetto a (S, , Sy) quando sono soddisfatte
le seguenti due condizioni:

(i) il problema (PL) & ben posto rispetto a (S, , Sf), nel senso che Ty,
¢ um isomorfismo di S, su S;,

(i) T:U —S; & differenziabile (secondo Fréchet) in o e risulta ®,
T (0) =TL.

Ricordando che T o = o, non ¢& difficile constatare (vedi ad esempio [3],
Lemma di p.'55) che, se T: U —V é& un omeomorfismo, 'insieme delle con-
dizioni (i) e (ii) equivale allinsieme delle condizioni (i) e (ii)’, ove

(ii)) T*:V —Sy ¢ differenziabile (secondo Fréchet) in o e risulta
(T7Y (o) = TE.

Pertanto, se T & un omeomorfismo di U su V e sussistono (i) e (ii), si ha

IT =T flls, _
;1f{|sf—>o ”f”Sf '

(feV, T feU),

(2) T'(o) & il differenziale di T nell’origine.

Si noti che in (ii) si richiede la differenziabilita di T : U — S; soltanto in o. Se in (ii)
fosse richiesta la differenziabilita di T in un intorno aperto di o, oppure la «stretta differen-
ziabilita» di T in o (vedi [3], p. 53) e la continuita di T, allora — sussistendo (i), (ii) = T subor-
dinerebbe automaticamente un omeomorfismo tra un intorno dell’origine di S, e un intorno
dell’origine di Sy (vedi [3], Teorema 4.2.1 e Proposizione 4.3.1).
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di cui il significato & palese quando si pensi the T™'f e Ti'f sono rispet-
tivamente la soluzione del problema (P) e quella del problema lineariz-
zato (PL) in corrispondenza del dato fe'V,

2. ESEMPI DI LINEARIZZAZIONI NON AMMISSIBILI

In questo numero supponiamo che @ sia continua e verifichi la condizione

(1) la(x, )] <6 +cly] V(x,y)e QxR
con 6,c costanti positive, che le funzioni x — ;)ai (x,0) siano continue
_ Vi

in Q e tali che

da; a; L. -
2 Y (x,0) = x,0), i, =1,--+,%), Vre Q.
2) L=k, () )

> aai —
(3) .21 >, (x,0)y;v;>0 V(x,»)e QxR \{o}).

3= i

(2) esprime il fatto che Ty & autoaggiunto e (3) & una condizione di ellitticita
per Ty.

Allora, com’¢ ben noto (vedi ad esempio [35]), il problema (PL) risulta
ben posto assumendo

1) Se=Ho(Q) , S,=HT1(Q),

ove H™' (Q) & il duale forte dello spazio di Hilbert H (Q).

Inoltre da (1) segue (vedi ad esempio [6], Teorema 3.2) che A ¢ un ope-
ratore continuo di (I? (Q))" in sé per ogni p = 1; ne discende che, per ogni
#>1,T & un operatore continuo di Hg? (Q) nel duale forte H™"? (Q) dello
spazio di Banach H¢? (Q), (1/p +1/p' =1), e quindi, in particolare, T &
un operatore continuo di Hg (Q) in H™' (Q).

Cio che vogliamo mettere in evidenza ¢ che, se T subordina un omeo-
morfismo tra un intorno U dell’origine di H(Q) e un intorno V dell’ori-
gine di H™'(Q), allora T:(Hp(Q) —H™(Q) non & differenziabile nel-
l'origine @.

Il fatto discende dal Teorema 1 di [7].

Infatti, poicheé T subordina un omeomorfismo tra U e V e A : (L2(Q))* —
— (L2 (Q))" & continua, 'operatore lineare continuo D*: (L2 (£2))* — H-1 (Q)
subordina un omeomorfismo tra AD (Hg (Q) = (L2(Q)" e V quindi

(3) Per provare che T : Hé (€2) ——»H_I(Q) non ¢ differenziabile in o non ci sarebbe
neppure bisogno di supporre che T subordini un omeomorfismo tra due intorni dell’origine.
Cfr. infatti il prossimo Teorema 3.
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D*~1:V — AD (H} (Q)) = L2 (Q))" & differenziabile nell'origine; pertanto,
se T:Hb(Q) —H™(Q) fosse differenziabile nell’'origine, tale sarebbe anche
AeD: H{ (Q) — (L ()" e quindi, per il Teorema 1 di [7], @ sarebbe lineare
in y, contrariamente a quanto abbiamo supposto.

Dunque Ja linearizzazione (PL) del problema (P) non é ammissibile rispetto
alla scelta (1) degli spazi S, e Sy.

- .. 2a,
Con qualche condizione su Q, se le funzioni x — ——

(x,0) sono

— 7
hélderiane in Q, sussiste il seguente risultato di regolaritd (vedi [2]) per il

problema (PL):
per ogni p>1, Ty & un isomorfismo di HE?(Q) sul duale forte

H-'?(Q) di Hy? (Q), (essendo % + % =1

Ci si pud chiedere se, assumendo
(1) W=HP @, S=HT(Q

e supponendo ¥ che T subordini un omeomorfismo tra un intorno U
dellorigine di H{?(Q) e un intorno V dellorigine di H™'?(Q),
T:HE? (Q) — H Y7 (Q) sia differenziabile in o.

La risposta ¢ ancora negativa sempre in virtlh del Teorema 1 di [7].

Per convincersene si ragioni come nel caso precedente, tenendo presente
che A & un operatore continuo di (L? (Q))* in sé.

Pertanto /e linearizzazione (PL) del problema (P) non é ammissibile nem-
meno rispetto alla scelta (11) degh spazi S, e Sy.

3. ESEMPI DI LINEARIZZAZIONI AMMISSIBILI
TEOREMI DI ESISTENZA E UNICITA LOCALI

Consideriamo le ipotesi (2), (3) su @ e consideriamo un ulteriore restrin-
gimento (con raffinamento delle topologie) di S, e S;; precisamente assu-
miamo '

(an S,=He? (@Q N HY Q) , S,=I1F(.

Rispetto alla scelta (111) degli spasi S, e S; la linearizzazione (PL) del
problema (P) & ammissibile per ogni p>n se a;€eC2(Q X R e Q sufi-
cientemente regolare.

Anzi sussiste il seguente

TEOREMA 1. Se ae(C2(QXRY) ¢ verifica (2), (3), se p>n e Q & sufi-
cientemente regolare [per esempio di classe C** e immagine bilipschitziana di

(4) Vale un’osservazione analoga a quella fatta in ),
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un cubol, allora esistono un intorno aperto U dell origine in HY? (Q) O H*? (Q)
e un intorno aperto N dell’origine in 1P (Q) tali che T é& un diffeomorfismo
di classe CY di U su V (cioe T & una biiezione di U su V differenziabile con
continuitd assieme alla sua inversa).

Dimostrazione. Dal Teorema 2 di [7] segue immediatamente che, se Q
ha la proprietd di cono e a;€C?(Q X R?), allora, per ogni » >#,T & un
operatore di Hy? (Q) N H»?(Q) in I?(Q) differenziabile con continuity e
risulta T’ (o) = Tv.

. — da; . .
Inoltre (vedi [2]), se le funzioni x — 5?’— (x, 0) hanno le derivate prime
— J
hélderiane in Q e Q & sufficientemente regolare (per esempio di classe C** e

immagine bilipschitziana di un cubo], allora, sussistendo (2) e (3), Ty, & un
isomorfismo di Hy? (Q) N H>? (Q) su I” (Q). (Vedi anche [4]).

Pertanto il Teorema 1 & una conseguenza del noto Teorema di inver-
sione locale di una applicazione differenziabile con continuitd tra spazi di
Banach ®.

Sempre conservando (2), (3), consideriamo infine il caso ®
(IV) S, ={ueC®(Q):uha=0} , S;=C"*@Q, (0 <A <1).

La linearizzazione del problema (P) é ammissibile rispetto alla scelta (IV)
degli spazi S, ,5; se a;€CP(AXR™ ¢ Q & di classe C** ¢ connesso. Anzi
sussiste il seguente

TEOREMA 2. Se a€(C* (QXR™)" ¢ verifica (2), (3) ¢ Q ¢ di classe C*,
(o <A< 1), e connesso P allora esistono un intorno aperto U dell origine nel
sottospazio {u e C** (Q): u ‘ag = o} di C**(Q) ¢ un intorno aperto NV dell’ ori-
gine in CO (Q) tali che T ¢ un diffeomorfismo di classe C* di U su V.

(5) Questo Teorema afferma che, se E , ¥ sono spazi di Banack, uye E ¢ T & un’applica-
zione di un intorno aperio di uy in ¥ differenziabile con continuiti e tale che T' (uy) sia un iso-
morfismo di £ su ¥, allora esistono in intorno aperto U di uy e un intorno aperto V di Tu, tali
che T sia un diffeomorfismo di classe C1 di U su V. (vedi ad esempio [3], Teorema 4.2.1, o [5],
Teorema §.4).

(6) Per m intero o, eR,0 <A <1, cme (€) denota lo spazio (di Banach) delle
funzioni # eC™(Q) aventi le derivate di ordine 7 holderiane in Q con esponente A, dotato
della norma |-|,, 5 definita da

l#lpr= 3 sup |D*u(x)]+ ¥  sup |D* % (') —D*u ()|

le] Sm 4e G ja|=m 2’2" cQ |x’—-x"|"
xl:'=$ll

(7) Non & difficile dimostrare che, se Q & connesso e di classe C!, allora per ogni
x', %" e Q esiste un arco in Q rettificabile che 1i congiunge la cui lunghezza & maggiorata
da un multiplo prefissato di |x'— x'’| e, di conseguenza, si ha

lu(x) —u@)] . » B

*) su <y 2 sup | 43— (x) b Vu eCl (€9))
o' 2 eQ ,x’——x” 17“ t==1 o ax'i
’ zeQ)
o't

con ¢\ numero positivo indipendente da .
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Dimostrazione. Dal Teorema 3 di [7] discende che, se Q & convesso [o,
pili in generale, se Q ¢ tale che sussista, la (*) di ‘7’] e aeC* (QxR", allora T
& un operatore di C** (Q) in C** (Q), (0 < » < 1), differenziabile con conti-
nuitd e risulta T’ (0) = TL.

Inoltre, (vedi [1], Teorema 16.11I), se le funzioni x —

°% (x,0) appar-
. W
tengono a C**(Q),(o <A< 1) e Q & connesso e di classe C**, allora,
su551stendo (2), (3), TL & un isomorfismo del sottospazm {ueCZl(Q):

u so = o} di C**(Q) su C"* Q).
Per ottenere il Teorema 2 basta, percio, applicare il suaccennato Teorema

di inversione locale di un’applicazione differenziabile con continuitd tra spazi
di Banach.

OSSERVAZIONE. Si capisce come la questione dell’ammissibilita di una
linearizzazione possa porsi per altri problemi al contorno relativi a T, con
condizioni al contorno omogenee e anche non omogenee: in quest’ultimo caso
si prenderd in considerazione 'operatore T X =, ove 1 & l'operatore frontiera.

Se abbiamo scelto — a titolo di esempio — il problema di Dirichlet con
condizioni al contorno omogenee, cido non € solo per motivi di semplicita ma
soprattutto perché gli esempi di non ammissibilitd di una linearizzazione,
che si possono ottenere sulla del Teorema 1 di [7], in questo caso sono eviden-
temente pil significativi che in altri casi.

Per quanto riguarda il problema al contorno misto del tipo Dirichlet—
Neumann, appare piuttosto problematica l'esistenza di qualche caso di am-
missibilitd di una linearizzazione (nel senso che qui si intende dare a questa
locuzione); si pensi, infatti, che — mentre nel caso del problema di Dirichlet
omogeneo il problema linearizzato & ben posto (se sussistono (2), (3) e se a
e Q sono sufficientemente regolati) per scelte di S, [tipo (III) e (IV) tali
che S, < C'(Q) — cid non accade, almeno in generale, nel caso del pro-
blema misto.

4. APPENDICE

Vedremo in questo numero che, se @ ha una certa regolarita ed & tale che
a(x,y) =—a(x,—), le condizioni (i), (ii) del n. 1, con S, = H{?(Q) e
S;= H™1? (Q), non possono sussistere insieme (quando @ non ¢ lineare in y);
e cio indipendentemente dal fatto che T sia un omeomorfismo tra due intorni
dell’origine di S, e S; e senza che necessariamente A mappi (L7 (Q))" in sé.

Questo ¢ quanto afferma il Teorema 3. Proviamo intanto il seguente

LeMMA. La funzione a: Q X R* = R* sia continua, abbia le derivate
prime vispetto a ¥y ,- -, ¥y continue in QX R" ¢ sia tale che ['operatore T
(da essa generato) comsiderato al n. 1 mapp: Hy? (Q) in HP(Q) @,

(8) Cid certamente & vero se @ verifica (1).

3. — RENDICONTI 1978, vol. LXV, fasc. 1-2.
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Allora, se T :Hy? (Q) —H ™V (Q) ¢ differenziabile in o, risulta
) T (0)u="TLu vu e Hy? (Q).

Dimostrazione. Essendo 2 (Q) denso in Hy? (Q) ed essendo evidente-
mente (per le ipotesi fatte su @) Tp: Hy? (Q) — H™1? (Q) continuo, per di-
mostrare (4) basta provare che

(%) T (©u="TLu Vue D (Q).

Sia pertanto # € 9 (Q).
Non & restrittivo supporre a(x,0) = o Vx e Q. Allora To = o.
Dalla differenziabilitd di T in o segue

lim — 9 _ T (o),
teR
t—>0
da cui
1im<T<;u):<P>=(T/(O)%.<P) Vo e 2(Q),
teR .
t—0

ove (-, -) denota la dualitd tra H§? (Q) e H™V? (Q).
Ricordando che T = D* AD# e Ty % = D¥* LD#«, si ha

” (T )= % [ Al 22y,

t 1= t Qx,-

® dx Voe2(Q).

) (Ty 2, o) =§f(L,D

D’altra parte si ha facilmente

.Y (tDu) ) =
teR
t—>0

(L; D) (x) Vre Q.

Inoltre, osservando che

MDD =5 o (5 B, ) D () o ()

con |&(x,%)| <1 e tenendo presenti le ipotesi su « e il fatto che » € 2 (Q),
si riconosce che la funzione

R\ {o} 27— sup A(tDu) ()I

zeQ

¢ limitata in ogni intorno limitato di o in R\ {o}.
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Pertanto, in virth del Teorema della convergenza dominata di Lebesgue,
risulta

. A;(¢tDu) 29 . / g
(9) 1lemR / 7 o, dr = | (L;Dx) e dx .
t>0 O @

Da (6), (7), (8), (9) segue ({T'(0) %, ) = (Tru, 9) Vo & 2 (Q), donde (5).

TEOREMA 3. Valgano per la funzione a: QXR" —=R" le ipotesi fatte nel
Lemma precedente e inoltre sia

(10) a(x,y)=—alx,—2) V(x,y) e QxR

Se T : Hy? (Q) — H P (Q) ¢ differenziabile in o e T' (0) & un isomorfi-
smo di Hy? (Q) su H™ VP (Q), allora la funsione a ¢ lineare in y.

Dimostrasione. La condizione (10) implica To = 0. Per il Lemma pre-
cedente si ha -

(11) T (0) = TLu vu e Hy? (Q),

donde
Tu — T’ (0) u = D* (AD% — LDu) Ve Hy? (Q) .

Posto
oy = ADy —LDu ,

dalla differenziability di T : HY? (Q) — H™? (Q) in o segue

(12) lim ”D* wu"—l,p

= 0
fully, p—>0 fleelh,p ’

ove ||+||-1,, & la norma di H™"?(Q).

Sia per assurdo @ non lineare in y. Allora D*o & : Hy? (Q) —H™? (Q)
non ¢& nullo; anzi non ¢ nulla nemmeno la sua restrizione a 2 (Q).

Infatti, se fosse D*wu = 0 Vu € 2 (Q), ciot Tu =T (0) u Yue D (Q),
allora, essendo per ipotesi T’ (0) un isomorfismo di Hy? (Q) su H™V?(Q),
AD (2 (Q)) sarebbe uno spazio vettoriale (isomorfo algebricamente a
T (2 (Q)) mediante D¥) e A sarebbe un operatore lineare di D (2 (Q))
su AD (2 (Q)); di conseguenza a sarebbe lineare in y in quanto
da A (Du + Do) =ANADx + uADy Vu,veZ(Q) e Vi,ueR, cioe
da a(x,\Du (x) + pDv (x)) = ra (v , Dz (x)) + pa (x, Dv(x)) Vu,ve D(Q),
Vi,pneR e VxeQ, segue a(x, oy +pe) =2ra(x,y) +pa(xr,s) VreQ e
Vy,z € R? perché, prefissato arbitrariamente x € Q, per ogni y,ze R* esi-
stono % ,v€ 2 (Q) tali che Du(x) =y e Do (x) = 2.

Sia dunque #,€ 2 (Q) tale che

D*wny 7#o0.
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Allora esiste vo€ 2 (Q) per cui f vy D* wuy dx 54 0, cioé per cui
Q

(13) Zi]l / Z

0
w;1,dx #£ o0,
o]

ove 0; % = A;Du —L,;Du.
Per le ipotesi fatte su a risulta

n

v
(14) 2 G i eC’ (@),

epperd da (13) segue che esistono un aperto £, in Q e un numero positivo ¢
tali che in Q, la funzione (14) ¢ sempre = ¢ oppure sempre << —¢; sia, ad
esempio,

n

ov
(15) -a—owiu(,Zc in Q,.
t=1 X,

Con una tecnica sostanzialmente analoga a quella usata per dimostrare
il Teorema 1 di [7] si riesce a costruire una successione (%, Fppen in
, Ly’ . .
Hy? (Q)x Hy? (Q) con le seguenti proprieti:

@ Nyl pmen € (NPmlli,p)men sono infinitesime rispettivamente
di ordine 1/p e 1/p’ rispetto a (mis (Supp %, O SUPP V) )meN, jOVe mis sta
per misura di Lebesgue in R”® e supp sta per supporto].

n a-—- .
@) 21 ;-;m 0 ity = cf2 Su  Supp #,, () supp 7,,.
1= K3

Per realizzare la condizione (b) si sfruttano le ipotesi di regolaritad di «
e soprattutto I'ipotesi (10); si pensi infatti che #%,, ¢ #,, (costruito con un pro-
cedimento analogo a quello usato nella dimostrazione del Teorema 1 di [7]
per contruire 7,) si ottengono componendo un diffeomorfismo con una fun-
zione ottenuta mediante un ¢« prolungamento simmetrico» rispetto a un iper-
piano e che il gradiente di quest’ultima funzione assume pertanto valori
opposti in punti simmetrici rispetto a tale iperpiano.

In definitiva si ha

| & o
13 [ o ar
=1, ox;
Q

) D* wiz,, | .
lim —”-——Nw@” L? > lim - =
m—>00 “ %mlllm M —>00 ” umlllm ” vmlllm'

> fim £ S (SUPP #n O) SUPP T)
m—>oco 2 l] um“l,p “ vm“L‘l)’

#o0

e cio ¢ in contraddizione con (12), donde la conclusione.
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