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TULLIO VALENT, Swlla differenziabilita dell’operatore di Nemytsky Ig

Analisi matematica. — Sw/la differenziabilita dell’operatore di

Nemyisky ©. Nota ™ di- Turrio VALENT, presentata dal Corrisp.
G. GrIOLL

SUMMARY. — The main result of this paper is a non-differentiability Theorem (Theorem 1)
for a superposition operator, i.e. the Nemytsky operator.

Two more differentiability theorems are proved (Theorems 2 and 3).

The paper ¢ Osservazioni sulla linearizzazione di un operatore differenziale > (following
the present one in these ‘‘ Rendiconti”’) contains some consequences of Theorems 1, 2, 3
concerning certain problems connected with the study of a special class of nonlinear
differential operators.

Il risultato principale di questa Nota & un Teorema di non differenziabilita
(il Teorema 1) per un operatore non lineare: l'operatore cosiddetto di Ne-
mytsky.

Vengono poi dimostrati due Teoremi di differenziabilita (i Teoremi 2 e 3).

Alcune conseguenze dei Teoremi 1, 2, 3 — riguardanti talune questioni
connesse con lo studio di un certo tipo di operatori differenziali quasi-lineari
del second’ordine — saranno messe in evidenza nella Nota « Osservazioni sulla
linearizzazione di un operatore differenziale» che seguirid la presente Nota
su questi « Rendiconti ».

1. UN TEOREMA DI NON DIFFERENZIABILITA

Siano Q un aperto limitato di R” p e ¢ due numeri reali > 1,L? (Q) lo

spazio delle (classi) di funzioni reali di potenza p-ma sommabile in Q,
HY? (Q) = {ueL? (Q): D u e (L?» (Q))"}, ove

ou
Du - ( ) .
% Ji=1,---.n

H'” (Q) sia dotato della norma {|-[},, definita da

3

14

du '
’c)xi i

2ellp = lloelly + g:l

ove ||-fl, € la norma di L* (Q).
Hy? (Q) denotera la chiusura in H'? (Q) dell'insieme 2 (Q) delle funzioni
reali indefinitamente differenziabili in Q e a supporto compatto in Q.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. del C.N.R.
(**) Pervenuta all’Accademia il 28 luglio 1978.
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Sia (x, ¥) — a (x, ¥) una funzione di Q XR” in R verificante la condizione
di Caratheodory: y — a (x, ) ¢ continua per quasi ogni x€ Q e x —>a (x, v)
¢ misurabile per ogni y € R™

Per ogni funzione 7v:Q — R® sia Ar: Q — R la funzione definita da

(1) Ar(x)y =a(x,v(x).
E noto (vedi [1], o [2] Theorema 17.1 e 17.6) che, se
(2) Te (P Q)" = Are L1 (Q);

allora A : (L7 ()" — L7 (Q) & continuo e che (2) sussiste se e solo se esistono
belP(Q) e £2eR, %2 > o, tali che

3) la @, )| <b@x) + &y V(r,5) e QxR

n
essendo | y|* = Zly%.

E anche noto (vedi [2], Teorema 20.1) che, sussistendo (2), s¢ p <<g
Poperatore (di Nemytsky) A : (L2 ()" — 19 (Q), definito in (1), & differen-
ziabile (secondo Fréchet) in qualche ©e (L2 (Q)" (se &) solo se la funzione a
e affine in y.

In certe questioni legate allo studio del problema di Dirichlet per un ope-
ratore differenziale T del tipo

Tu = D*a(x,Du),

ove D* & il trasposto formale di D, ha interesse sapere se un fatto analogo
sussiste anche per la restrizione di A al sottospazio

D (Hy? (Q) = {Du: u e HY? (Q)}
di (L» (Q)"
Si osservi che, per la disuguaglianza di Poincaré, D & un isomorfismo
dello spazio di Banach H{? (Q) sul sottospazio D (H§? (Q)) dello spazio di

Banach (I7(Q))"; pertanto studiare la differenziabilita di A:D (Hy?(Q)) —L4Q)
equivale a studiare la differenziabilita di

N = A-D: Hy? (Q) — L7 (Q)
che mappa % € Hy? (Q) nell’elemento Nz e LY (Q) definito da
(4) Nz () = a (v, Du (x)), x € L.

TEOREMA 1. La funzione a: QX R* >R sia continua e tale che
da

oy

(x,0), (¢=1,---, %), esistano Vx € Q visultando continue in Q le

o
Sunzioni x — 3—;2— (x,0).
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Inoltre a sia tale che I'operatore N definito da (4) mappi Hy? (Q) in L7 (Q).
[Cid & certamente vero se vale (3)].

Se N : Hy? (Q) — LY (Q) & differenziabile (secondo Fréchet) nell origine e
p <gq, allora la funzione QXR"3 (x,9) —a(x,y) —a(x,0) & Lineare in y P,

- Dimostrazione. Dimostrare il Teorema 1 equivale, evidentemente, a
dimostrare che, nelle ipotesi fatte su @, dalla differenziabilitad nell’origine di
N : Hy? (Q) — LY (Q), con p < g, segue la linearitd in y di a se 2 (x,0) =0
Vx € Q. :

Sia pertanto

a(x,0)=o0 vr e Q.

Si osservi che, detto N’ (o) il differenziale di N in o, per ogni » € Hy? (Q)
si ha

o 9
(s) N (0)#n:x — Z ﬁ—j} (x,0) ;): (x) per quasi ogni x€ Q.
=1 V4 i

Infatti, dalla differenziabilitd di N in o segue immediatamente

lim ) N 0)x in L9(Q),
o S

donde l’esistenza di una successione (#%);.~ in R convergente descrescendo
a zero tale che

<6) im a (x ) ZLk Dz (x»

ko0 %

= (N’ (o) ) (x) per quasi ogni x€Q,

donde infine (5), ricordando che la funzione # — a (x, # Du (x)) ¢ derivabile
in =0 Vx € Q e che la sua derivata in # = o0 ¢ il limite a primo membro
di (6).
Posto, per ogni u € H§? (Q),
wu = Nu —N'(o)u,
si ha
Nwaull,

) lim =0

fuly, p—>0 12lh,p

(1) Alla tesi di questo Teorema si pud arrivare — con una dimostrazione di altro tipo —
facendo ipotesi pitt deboli su @, come risulterd in un lavoro successivo a questo (T. VALENT
e G. ZAMPIERL: Swlla differenziabilite di un operatore legato a una classe di sistemi differenziali
quasi~{ineari) che apparird sui (Rend. Sem. Mat. di Padova», ove sard considerato il caso
a:Q xR >R, u: Q—>R"

Tuttavia la tecnica dimostrativa usata qui consente di ottenere il Teorema 3 della Nota
Osservazioni sulla linearizzazione di un operatore differenziale che segue la presente Nota, su
questi « Rendiconti ». '

2. — RENDICONTI 1978, vol. LXV, fasc. 1-2.
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Supponiamo, per assurdo, che @ non sia lineare in y. Allora
o : Hy? (Q) —L7(Q) non & nullo; anzi non & nulla neppure la sua restri-
zione a P (Q).

n
Infatti, se w2 = 0 Y € 2 (Q), ciot se a(x,Du(x)) = Z >%}a— (x,0) h‘“jj (%)

f=

n

Vue 2 (Q) e VYxeQ, risulta a(x,y):E >
=1

1= ]
perché, fissato (arbitrariamente) x € Q, per ogni y € R® esiste n ¢ 9 (Q) tale
che Du (x) = y.
Sia pertanto #,€ 2 (Q) tale che wx, 7% 0. Avendo supposto a (x,0) =0
Vx € Q, si ha %, #o.
Poiché la funzione wu,: Q — R ¢ continua e non nulla esistono un nu-

mero positivo ¢ € una palla aperta Q, di R* contenuta in Q tali che

da

(.X,O)yi V(x,y)eQXR",

(8) |wz (x)| = ¢ VreQ,.
Sia
M= {x e Qy:uy(x) = max u, (x)} .
zeQ,

Distinguiamo due casi:

1° Caso: M= Q.
Detta (/,)mex una successione in R crescente e convergente a max #,(x),
poniamo zelly
Uy, = SUp (%9 — Iy , O), (m=1,2,-).

Non ¢ difficile riconoscere che #, € Hy? (Q).

Inoltre & chiaro che D, = Du, su supp #,, (= supporto di #,) e che, se
m & sufficientemente grande, supp #, S Q, Vm > m.

In virth di (8) si ha facilmente (indicando con mis la misura di Lebesgue
in R?)

1/q

lotally - ¢ [mis (supp )]
Teemlhs — Gup T (2| + 7 5up | Datg (2) |) [mis (supp )17

zeldy ey

Vm = m;

cio ¢ in contraddizione con (7) perché ||#yl;,, — O €, essendo p < g, risulta

lim [mis (supp um)]llq_llp >1.
M —> 00

Pertanto @ ¢ lineare in y.
20 Caso: MO, F D

Non ¢& restrittivo, in quel che segue, supporre (2, tale che

MO Q=02 , MDY, ha un solo punto, diciamolo x,.
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Infatti, poiché #, non & costante in Q, [altrimenti sarebbe w#,|o, = o,
in contraddizione con (8)] e # ¢ chiuso, esiste una palla aperta di R® contenuta
in Q,, disgiunta da .# e tale che la sua frontiera intersechi .# in un solo
punto; bastera, allora, sostituire 2, con questa palla.

Esistono senz’altro un intorno aperto Q (x,) di x, in R* e un diffeo-
morfismo & di Q(x) su S(1), ove S(1) = {xreR*:|x| < 1}, che mappa
Qg N Q su S*Q)={xeS(1):x, >0} e Q(x,) N2Q, su 3 5*(1) =
={xeS*(1):x, = o}.

Sia /o€ R, Jy<< #4(x,) tale che 2, — 7/, <0 in un intorno di 2Q (xy) M 3Q,:
un tale /, esiste perché x, & un punto di massimo proprio per 7,/Q, .

Indichiamo con v, la restrizione di sup (%, —/Zy,0) a Q(xg) O Q,: in
simbolo

v = sup (#y—1/4y, 0) l@nﬁo'

A v, resta associata, tramite %, la funzione wy: S* (1) — R definita da
wy == Vo @ L.

I1 prolungamento simmetrico, rispetto a 9; S* (1), di wy a S (1) sia w,: W,
assuma, cioe, lo stesso valore in due punti di S(1) se essi sono simmetrici
rispetto a 9; 5% (1).

Allora 9, = @,°& & un prolungamento di 7, a ﬁtho)

Prolunghiamo quindi 9, @  ponendo

To(x) =Ty (¥) se x€Q(xy) , Do) =0 se xeQ\ Q(xy).
Non e difficile riconoscere che
(9) P,eHy?(Q) , suppd,< Q(xry) , Do,= Dy, su  supp 9.

Sia (/wmen una successione crescente in R tale che /7, >/, e

Yim 7, = 2y (x,).
meN

Per ogni m = 1,2 ,--+ poniamo

Uy = sUp (%g — Iy , O) IsTx.,)nﬁn'

Con la tecnica usata sopra, a partire da v, si costruisce ¥,: Q — R
avente le proprietd seguenti

(10) T, eHY?(Q) , supp¥,< Q(x,) , Do, = Du, SuU  Supp Up.

La successione (J,)uen € decrescente e si  ha, evidentemente,

lim [sim (supp 9,)] = o, donde
m—>00

(11) Hm || &)l =o0.
m —> 00
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Poniamo, per m =o0,1,2,.:-,
K, = 5 ;= O ]
m=suppd,, , Kun=Q,0 supp¥y.

Indicando con ] lo Jacobiano di &, si ha facilmente

(12) mis K,, < mis 7 (K,,) max |J-1(3)| =
ye & (Ky)
= 2 mis & (K,,) max [T (»)| <2 mis (K max |J (#)] .
ve G (Ko ze X,

Ricordando (8), (10), (12) si riconosce che

Ilwam”q ~ 2 (mis K;n)llq -
||27,,.H1,p - (Sup |770 (x)l +n sup |D{jo (x> D (mis K, )1/19 =
zeK, xe K,

-~ c
— (2 max |J (=) [Hve (Sulg |00 ()] -+ 7 sup D7, ()]

(mis Kp)"»=10,

Cio ¢ in contraddizione con (7); infatti vale (11) e, essendo p <g, si ha

lim (mis K)o > 1;
m—>o0

pertanto @ ¢ lineare in y. Q.E.D.

2. DUE TEOREMI DI DIFFERENZIABILITA

Siano, ancora, Q un aperto limitato di R® e (x,y) = a (x,y) una fun-
zione di QXR" in R.

TEOREMA 2. Se Q ka la proprietd di cono ® ¢ a € C2(QXRY), allora, per
ogni p >mn, loperatore A definito in (1) mappa (HL? ()" in HL? (Q),
A (HY? Q)" — HYP (Q) & differenziabile con continuita e risulta, per ogni
6, € (HL? (Q)",

(13) A,(G)T:x_)iE-—d

da

5. (x,0 @) &), (xe Q).

_ Dimostrazione. Supponiamo, per semplicita, che 2 sia una funzione di
QxR in R e, per ogni » e HL.? (Q), poniamo
(14) Au (%) = a(x,u (), (reQ).

(2) Si dice che ©Q ha la proprieta di cono se esistono due numeri positivi o , 4 tali che
per ogni x € Q si pud costruire un cono circolare retto C, con il vertice in x, di apertura «,
di altezza /4, tale che C,C Q.
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Mostriamo che, se Q ha la proprieta di cono e a €C?(QxR), allora per
ogni p > n loperatore A definito in (14) mappa H“? (Q) in HL?(Q), A:
HL? (Q) — HL? (Q) ¢& differenziabile con continuitda e risulta, per ogni
u,veHL? (Q),

(13" A'(u)v:x—»—gjr(x,u(x))v(x), (x e Q).

Risulterd poi evidente come si debba complicare la dimostrazione per
ottenere il Teorema 2.

Per u:Q —R, siano Ax;.u:ﬁﬂR,Ayuzﬁ—»R , Ay u: Q —R,

A, Q—R, (7=1,--+,n) definiti da
da 2a
(13) AL u(x)= o, (x, ) Ayu(x):-a—ym(x,u(x),
2a Pa
Ay u(x) = 5y (x,u(x) , Ayul= 5 (x,u ).

Ricordiamo che, in base al notissimo Lemma di Sobelev, se Q ha la pro-
prietd di cono e p > », ogni elemento di HL?(Q) & identificabile con una
funzione (di Q in R) continua e risulta

(16) sup foe ()| < cllotlly Vu e HL? (Q),

ove ¢ & un numero positivo indipendente da z.

Proviamo che, in virtl1 di (16), dal fatto che a possiede continue in QxR
le derivate prime, segue che A ¢ un operatore continuo di HVP (Q) in sé,
(se p > n).

In virth di (16), se a€C1(Q XR) e ue HL?(Q) con p >n, si ha
Aw, Ay u, Ay u el (Q); essendo, inoltre @,

)
ox. i

(17)

Au = A, u —f—%:_—Ayu,'

%

risulta Az € HL? (Q).

(3) Verifichiamo che, s¢ 2 e CL(Q X R) ¢ we HVP(Q), con p > n, vale (17).
Se (thy)pm . & una successione in C! (QNHY?(Q) tale che Uy, —> 2 In HL?(Q), [una
tale successione certamente esiste in base al noto Teorema di Meyers e Serrin], si ha, per (16),

(*) CHQ)OHY? (Q)5 Auy, ~Au  in L®(Q) e quindiin LP?(Q);

inoltre

2 du ou .
*) (% EAum_—_Axium—l—s—;:—AyumaAzfu-}-WiAyu in L?(Q),

in quanto, per (16),
Sum ou
—_——

ox; ox;

(2

Ay, thy Ay, u in L=(Q) , Aywu,—A,z in L)

in L7 (Q).

Da (¥), (*) (¥) segue subito (17).
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Se u,u,e HV? (), p > #, si ha

(18) | Aze — Az, ||, < mis (Q)1» sug | Az () — Auy (1) ]

e, essendo

? ' du - o
(19) Txl (Au — Auy) = (Ag;u—A,; uy) + (—a—; Ay u— E)x(-) A, uO) =

% (2

Q 9 9
= (Agu— Ay ug) + (Ayou—Ayug) j: +( w %o)Ay%O,

2 Sxi aﬁl’i
risulta
2
(20) H . (Azu — Auny) || < (mis Q)lh” sup | A, u () — Ay, ug (x) | +
R i v4 xeQ
L du du
+22§lA7’u(x) Ayuo(x)I“ o p—l—:t;g{Ayuo(x)l !? S |,

Da (18), (20) segue la continuita di A:HY (Q) — H"?(Q) in #,, perché,
in virtt di (16),

U~ 1, in HY(Q) = Au —Auy, Ay u — Ay uy, (=1
: o0
Ay u— A, u, in L% (Q).
Ragionando in maniera analoga sull’operatore A,, si riconosce — utiliz-

zando (16) — che, se ae€C?*(QxR), allora A, ¢ un operatore continuo di
H"? (Q) in sé.

Fissato (arbitrariamente) xe H"?(Q), per ogni wve H'”(Q) sia
) . .
¢, v: Q —R definita da ¢, v:x — 7;- (x,u (%)) v (x), ciot sia
(21) Qv = vA,u.
Da quanto detto sopra discende che ¢, € un’applicazione (lineare e) con-

tinua di H*? (Q) in sé.
Verifichiamo che, per ogni v € H"? (Q), si ha

(22) %07 = lim A+ tv) —Au

teR t
t—>0

in H“?(Q);

cid significa che A & differenziabile secondo GAteaux in # e che ¢, v & il valore
che il differenziale di Giteaux di A in # assume in v.
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Facendo alcuni calcoli elementari si ottiene, infatti ¥,
1

— v = [ T (o + 20— A, ) 0

0

A (2 + tv) —Au
z

1

(23)

aii (A(u —I—z.;v)—Au _<Puv) = [[AMW—!‘&‘&J)—Amu] df +

§

Yy A u],

—}—v———f[Ayy(u + £ v) —

donde — ricordando che 2€C?(QXR) e che »,v sono limitate ¢ hanno le
derivate prime in L7 (Q) —

lim (sup (A (wt o) —Au Py v) €3 ) ==
t—=0 \zeQ z
) 3 A(w+tw)—Au
lim —ao,v|| =o0,
t—>0 || °%; z »

(4) Se 2eC2(QAXR) e ue HV?(Q), con p >, si ha -
]
(+) -EAyu Axyu—l— Awu
La verifica & del tutto anologa a quella di (17) ([vedi @]).
Si osservi inoltre che, se #,v ¢ HV'? (Q), con p > #, risulta

u ov

()= — v+ w ———-

or; ox; ox;

Infatti, se (#4,)y N (Undmen SONO successioni in C! (Q)NHY?(Q) tali che #, >« in
HY? (Q) e 7, —+v in H1:? (Q), risulta, per (16).

*) , CLYQ)NHY? (Q)s 40, >uv  in LP(Q)

perche
“umvm_'uy"p="(um_”)ﬂm+(vm—2/)u![p§
< — o] su ( —zl
_;gglvm@mlum ll,,+“8|u\x)|uvm ol,

e perché da y, —v in HLP (£2) segue che ql”m“l,p)meN’ e quindi anche (sup 19 () Do €
limitata; inoltre si ha

3 (tm vm) dum Svm du v .
* * R
* ™ o Uy + Uy, g s v4-u a7 in L?(Q)
in quanto
dum _, m @ , mL® g o
ox; Sxi ) axi Sxi

e, per (16), %, —u in L™ (Q) e #, -2 in L®(Q).
Da (¥), (*) (*) segue subito (4).
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da cui, infine,
A (u + tv) —Au
z

lim

t—>0

= 0.
1,p

— Pu?

Sussistendo (22), per dimostrare che A :HL? (Q) — HL? (Q) & differen-
ziabile con continuitd e che vale (13") basta far vedere che I'applicazione
% — ¢, di HL?(Q) nello spazio normato delle applicazioni lineari e continue di
HL?(Q) in sé & continua, ossia che, per ogni prefissato #,€ H!? (Q), si ha

) w—uy in HP(@Q o sup Ao,
0=ve H2(Q) lzlh,,

Ricordando (21) e utilizzando (16) si ottiene senza difficolta, per
u, %, v € HV? (), la maggiorazione

|| (CPu cPw;) 7/”1,17 =2c ”Ay u *A—y %olh,p ”'Ijlll,p )
donde

sup ll (Pu — 9ua) Zhp <2c||Ayu—A,ulp,
D+ ve HL A(Q) “'UHI 4

donde, infine, (24), perché (com’¢ stato precedentemente notato)

A, :HY? (Q) - H"?(Q) & continuo. Q.E.D.

Per m intero > o,reR,0< < 1, sia C™*(Q) lo spazio (di Banach)
delle funzioni #eC" (Q) aventi le derivate di ordine 7 holderiane in Q con
esponente A, dotato della norma |||, definita da

H””m,l == I”Im +l [Da %]l:
o=m
ove
~ v (x") —ov (x”
Jul= X sup [D*u(@)| , [h— sup_-2&)=eCOL,
&=m gz z'.i’eﬂ 2" — x|
wl z”

Se Q & convesso, 0 — pill in generale — se Q & tale che, perogni x', x”’ € Q,
esiste un arco in Q rettificabile che li congiunge la cui lunghezza & maggiorata
da un multiplo prefissato di [x#'—x""|, & facile verificare che

n

(25) h <o) o | Vo eCl(Q),
=1 °x; Io

ove ¢, & un numero positivo indipendente da v, donde C' (Q) < C** (Q) con
iniezione continua.
Avendosi, ovviamente,

() v (x) —u@)o@)| < |u@) —u@)|lvE)] +
+ o @) —v &) [ e =),
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da #,veC Q) segue v e C*? Q) e
“(26) [evl < [l [vlo + [2]o [,
donde

v llon < llzellopllZllo,n-

Si riconosce agevolmente che, se Q & tale per cui sussiste (23), da
u,veC (Q) segue uveCH? Q) e

(27) Necwllyn < Zallzellallolia

con %, numero positivo indipendente da # e da v.

TEOREMA 3. Se Q ¢ tale per cui sussiste (25) [per esempio convesso] e
aeC*(Q X R, allora, per o <)\ <1, loperatore A definito in (1) mappa
(CV () in CYA(Q) , A (CY* (Q)» —Cr2 (Q) ¢ differenziabile con conti-
nuits e vale (13) per ogni o, x e (CY* (Q)".

Dimostrazione. Come s'¢ fatto nella dimostrazione del Teorema 2, con-
viene (onde evitare inessenziali complicazioni formali) supporre @ € C* (Q XR)
e dimostrare che, se € ¢ tale per cui sussiste (25), allora I'operatore A definito
da (14) mappa CL*(Q) in sé, A:CH* (Q) - CL2(Q) ¢ differenziabile con
continuitd e risulta (13") per ogni #,veC% (Q); sard poi chiaro come si
debba procedere per dimostrare il Teorema 3.

Proviamo che — sussistendo (25) — se @ €C?(QxR), allora A, definito
in (14), & un operatore continuo di CH* (Q) in sé.

Innanzitutto, se ae C*(Q X R) e ueCW*(Q), si ha evidentemente,

[vedi (18)], A,; %, A,ueC1(Q), da cui, per (25), (26),

2 . o 0 (O
axi A%——Axl%—% *a—a‘Ay%GC (Q),

ossia Az € CH* (Q); dunque A mappa C* (Q) in sé.

Si osservi poi che u — 2, in C'(Q) implica An — Aw, in C*(Q); per
convincersene basta ricordare (19).

Scritta P'analoga di (19) per gli operatori A, e A, si vede che # — %, in
C'(Q) implica A, % — A, uq, Ay u — A, u, in C* (ﬁ__) e quindi, per (25), in
Co* (Q). Allora da (19) segue che u —u, in CY* (Q) implica Az — Au, in
C1* (Q); dunque A : C2 (Q) —C (Q) & continuo.

Se 2€C*(Q X R), una considerazione analoga a quella fatta per A si
pud fare ovviamente per A, ; cosi anche A, & un operatore continuo di C'* (Q)
in sé.

Analogamente si vede che A,,, ¢ A, sono operatori continui di C1* ()
in C%* (Q).
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Posto, per ogni %, v e CLA(Q),
0,7 =vA,u,

dal fatto che A, mappa C*(Q) in sé e da (27) segue che @, ¢ wn opera-
tore (lineare) comtinuo di C*(Q) in sé.

|

¢, & il differenziale di Gateaux di A in %, ciod Yo € C"*(Q) si ha

04 v = lim A(x+tv)—Au

teR 4
t—0

in Cu*(Q).

Per convincersene basta ricordare (23) e tenere presente (26) oltre al
fatto che A,, A,,,,A,, sono operatori continui di C*(Q) in C%* (Q).

Infine, per provare la continuitd di # — ¢, da C1*(Q) nello spazio
normato delle applicazioni lineari e continue di C1* (Q) in sé, cioé per pro-

vare che

in CLA (Q) = sup | (@ — u,) ?lli

U —>Uu
’ vsmear@ Mol

_>O’

si osservi che da (19) segue, per (27),
10w — @up) 2llip = llo (Ay 2 — Ay o) lp < Arll2

donde

[Ay, 22— Ay uollys

sup || (Pu — Pu) ¥

WA
bt 4 A, 2 — A, ol
04peCLAD) anl,l

e si ricordi che A, :C" (Q) —Cu* (Q) & continuo. Q.E.D.
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