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Meccanica. — Swuz sistemi dinamici soggetti a forze generalizzate
riductbili a forma canonica®. Nota di GIorRGIO FERRERO ¢, presen-
tata * dal Socio C. AGOSTINELLI.

SUMMARY. — In this paper a dynamical system with » degrees of freedom is con-
sidered, under the action of forces depending not only on the coordinates and time, but
also on the lagrangian velocities and the accelerations, for which there is the lagrangian
function or a kinetic potential, so that the equations of motion are reducible to the canoni-
cal form.

If the forces have a linear component in the lagrangian velocities, this component has
a gyrostatic character.

If the lagrangian function has terms of the second degree in the lagrangian velocities,
the corresponding forces depend on the accelerations,

An application is given to the motion of an electrically charged particle in a magnetic
field, attracted by a fixed point according to a law generalising the Weber electrodynamics.

I. Si consideri un sistema dinamico caratterizzato dal principio varia-
zionale espresso dalla relazione

(1) f(3T+3A)dz:o,

to

dove 8T & I'incremento dell’energia cinetica del sistema nel passaggio sincrono
dal moto naturale ad ogni altro moto (infinitamente vicino) compatibile coi
vincoli, e 8A ¢ il lavoro elementare compiuto dalle ferze applicate al sistema

nel medesimo passaggio. L’integrazione & estesa ad uvn intervallo arbitrario
di tempo (4, , ¢) durante il quale avviene il moto del sistema.

Supponiamo che si tratti di un sistema ad # gradi di libertd, la cui
configurazione in ogni istante sia individuata da » parametri lagrangiani

d1592,°"**yqdn € sia
n
(2) T = % er Qys ér és’

dove le a,;, = a,, sono funzioni delle ¢ e di ~

(*) Lavoro fatto nell’ambito del G.N.F.M. del C.N.R. per il 1977/78.
(*¥%) Istituto di Meccanica Razionale dell’Universitd di Torino. Via Carlo Alberto 10.
Torino.
(***) Nella seduta del 13 maggio 1978.
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Nell’ipotesi che gli incrementi 8¢, dei parametri lagrangiani si annullino
negli istanti estremi #, e #,, ma del resto siano funzioni arbitrarie del tempo,

risulta come si sa
2
id T d {oT
—_— = 8¢, dz .
f Z'[aqr dz (991)] 7

21
() f ST df =
to

to
Sia inoltre
n n U
(4) 3A =3U + zllr Qr 891 = 21 27 + Q, 897

dove U ¢ una funzione delle ¢ e di # € le Q, sono funzioni delle ¢, ¢, 2
La (1) porge per il moto del sistema le 7 equazioni differenziali

d aT aT U
(© wl) -5 =mre emree,

dalle quali risulta che le componenti lagrangiane delle forze derivano in parte
da un potenziale U ed in parte dipendono anche dalle velocitd lagrangiane

contenute nelle Q,.
Se poniamo & =T 4 U, le (5) si possono scrivere pill semplicemente

d (2 2.7
(6> 5(3ér)—997 _Qr (7’—1,2,*--,72).

. . . 9L .o . . .
Introducendo inoltre i momenti p, = 5 da cui si possono ricavare le ¢ in
qr

n
funzione delle ¢, delle p e di #, e ponendo # = E, Pr§,— %, dove la o si
! T

puo esprimere per mezzo delle ¢,, p,,# col solito procedimento si deduce
che alle equazioni del moto si pud dare la forma quasi canonica

dg, o dp, _
(7) dl _‘%‘ ’ dt - aqr+Qr (7‘——],2, ’%)’

dove le Q, sono esprimibili mediante le ¢,, p,, ¢

Se si suppongono i vincoli indipendenti dal tempo, affinche le equazioni
(7) ammettano l'integrale s = costante si deduce che deve essere

<8> ' ;T%Qrngrérzo-

Nel caso particolare in cui le Q, siano composte di una parte lineare
omogenea nelle ¢ e di una parte omogenea quadratica nelle stesse ¢, cioe
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esse siano della forma

n n

(9> Qr = gs Ers 93 + Ellst }‘rst és ét (hst = hta)
la condizione (8) diventa

n n
(IO> 2" Ers 91' és"l‘ Zl,rst }Lrst ér és ét= o

ed affinché¢ questa sia identicamente soddisfatta qualunque siano le g,
occorte che sia

(II) g1‘8+g87=0 s &ir=20
(IZ) Pest + Ports T Pstr - Bgps + Aips + Pigy = O (r #s ;&t) ’
Paps = Prgy + Mgy = 0 (7’ #3) y My = 0.

Le condizioni (11) mostrano che le componenti delle forze, lineari nelle velo-

citd lagrangiane, hanno carattere girostatico e se esistono soltanto queste
n

componenti, sia cio¢ Q, = 28 Zrs 75, 51 ha un risultato su cui & fondata una
1

ricerca di P. Capodanno @.

2. Se si vuole che il sistema (6) assuma la forma lagrangiana consueta

(13) d(aL)__aL_o
3 dr \ 3, 3,
con L =2 4 &#* le Q, devono essere della forma
a7+ d (o>
(I4> Qr= 99,- _—HZ(Z‘)?’,)’ (7’:1,2,"',%),

dalle quali risulta che se la funzione lagrangiana aggiunta #* & una funzione
quadratica delle ¢, allora le forze Q, dipendono anche dalle accelerazioni §.

In questo caso, posto al solito p, = %, e supposto che queste relazioni siano
7
risolubili rispetto alle ¢, nella forma ¢, =0, (g1, 72, **sn’ D1, Par "y Dn; D),
n
introducendo la funzicne caratteristica H = 2, 2+ ¢, — L alle equazioni (13)
1

si possono sostituire le equazioni canoniche

dg, °H dp, . °H

(15) dz a, dz 3,

(Fr=1,2,--,%).

(1) Cfr. Bibliografia [3].
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Si consideri il caso in cui £* & una funzione quadratica nelle § e preci-
samente nella forma

n

<I6> g*:ZsUsés_l"% ZatUstését’ (Ust__—Uzs)

dove le U, e le U, sono funzioni delle ¢ ed eventualmente del tempo.
In questo caso, per la (14), risulta

(U au, \ . 2 1 U, WU, \ . .
(17 Qr=23( “——’)qs+2u(— L— )qsqt-

1 29, 97 2 27, 27,

« . U &> U, .
—“gsUrer— atr‘—zls—g;—’qs,

la quale mostra che la componente di Q, lineare nelle velocita lagrangiane ha
ancora carattere girostatico.

Se le U,, sono tutte nulle allora la #*, e quindi le Q, risultano lineari nelle
velocita lagrangiane e si ha un risultato gia stabilito dal Prof. Agostinelli @.

3. Come caso particolare si consideri il moto di una particella P, mobile
. ‘s dp
nello spazio, con velocita v = G
Essendo L =T + U + £*, per la (16) la funzione caratteristica hamil-
toniana risulta data da

& oL - .,
HZZr Sé Qr—'LzT—U"I"%erUngrQa

r 1

e se i vincoli sono indipendenti dal tempo le equazioni del moto ammettono
Pintegrale delllenergia H = costante.

In questo caso esiste un vettore # ed una sostituzione lineare simmetrica
¢ (dilatazione), per cui la £* espressa dalla (16) si pud scrivere

(18) F*=uxXv+ :ovXv,

dove, supposti i vincoli indipendenti dal tempo &

3
P P P 9P
1 =Dy—04s , U= , =0 ———X—.
( 9) v. 213 ags q E uX 3?3 Ust o 9?3 X 99,5

Le Uy, sono gli elementi della matrice simmetrica di 3° ordine che definisce
I'omografia vettoriale o.

(2) Cfr. Bibliografia [2].
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Le forze generalizzate Q,, espresse dalla (17), si possono mettere sotto
la forma

. P N |2 (ov) . v d(cw)

(20) Q, = v Arot uX—SZqL 1 l—ag—rﬁx-v co X 3 i 99,
Ora si puo scrivere

2 (cv) _ d(ov) 9P d(cv)

g, XT="gp 99, K= T aq,
v do 2P dv P

sv X 0 ch—dIT Fra KW(M’)XQ—%’

dove j—; e %’Z sono derivate di vettori rispetto al punto e quindi
d(ov) .
omografie vettoriali, mentre K —= a7 © K qp~ sono le loro coniugate o tra-
sposte. Ne segue
d (o‘v) d (ov) } oP
— 1 — _
Q,—{vArotu+§[K ap K ( )] iz Xaq’ .

Si osservi inoltre che, essendo T = % m2?, dove » & la massa della particella
mobile, si ha

d (aT) aT U oP

do
@ \5) T g T (md———gradU)Xa—g’,

e pertanto dalla (13) si deduce, per il moto della particella, la seguente equazione

do 1 d(cv) e do d(ov)
(21) m—dz——v/\rotu—’rgradU—l—z[K Ip K?P_ )]w— T

che &, in forma assoluta, I'equazione del moto di un punto materiale soggetto
a forze funzioni quadratiche nella velocita e lineare nell’accelerazione, che
derivano da una funzione lagrangiana.

4.. Si supponga in particolare che w sia il potenziale vettore di un campo
magnetico B, e precisamente sia ¢B = rot », dove ¢ & la carica elettrica della
particella mobile. Sia inoltre U = ¢®, con ® potenziale di campo elettrico,
cioe E =grad ®. In questo caso I'equazione del moto (21) diventa

d(o‘v) d(cv)
ap d_P("">;_ dr

(22) m(i1 =e¢(v AB+ grad (IJ)—{—Z{

che & I'equazione del moto di un corpuscolo elettrizzato in un campo magne-
tico ed elettrico sovrapposti, soggetto inoltre a forza funzione quadratica
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della velocitd e lineare nella accelerazione, che deriva da una funzione
lagrangiana.
Pitl in particolare si consideri il caso in cui, con riferimento a coordinate
sferiche ¢, =7, ¢, =0, ¢;= ¢ le ultime forze derivino dal potenziale
7:-2
cinetico Uy, () - -

In questo caso I’equazione precedente diventa

d 1 dU,, . ..
(23) md—j=e<vAB+grad <I>>—[; — A Un® r] grad »
Se si pone
1 2¢
®=7  Un=5

dove ¢ & la velocita della luce, 'equazione (23) diventa

8
(24) m%;—zw/\B—_e_(l—r szrr)gradff

72

che & ’equazione del moto di una particella elettrizzata soggetta ad un campo
magnetico B ed attirata da un punto fisso con la legge elettrodinamica di
Weber @

L’equazione (23) ammette lintegrale dell’energia che si ottiene molti-
plicandone ambo i membri scalarmente per v, e risulta

(25) 3 mv® —e® + % Uy, () #* = & (costante)
dove
(26) 22 = 72 L 2 62 + 72 sen? O .
Per ® — - ed U, = 226 , esso diventa
r Er
-2

(27) pmt— 2 (1= 2) =0

r ¢

Se il campo & a simmetria assiale, cio¢ indipendente dalla anomalia ¢,
ed inoltre si suppone che la componente trasversale B, del campo magnetico
sia nulla, si puo porre u = ¢W (»,0)grad ¢, con W funzione di » e 6
e quindi

(28) B = rot (W grad ¢) = grad W A grad ¢ ..

(3) Cfr. Bibliografia [4] pag.; 194.
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In questo caso I'equazione (23) diventa

do . dwW
(29) mw—e(cpgradW——ggradcp)—I—egrad(l)——
1 dU
__ [7 dr]] 72+ Uy () r] grad ~,

che da luogo alle seguenti equazioni scalari

oW od [ 1 dUy,

Te 2 dr

P —97'— 724 U11(7’) 7’]

m(?—-réz—r sen? 09%) = ¢¢

s . W o0
(30) m{:g(r 6)—rzsen3cos3<p}_ecpw—l—e—a—e—

dit (mr*sen® B0 4 ¢W) = 0.

Sussiste dunque l'integrale dei momenti

(31) mr® sen? 0@ + ¢W = ¢, (costante) ,

ed eliminando ¢ dalle altre due equazioni, esse si possono mettere nella forma

m(;—r.ﬂz)——:%{e@_ (to—eW)2: [I dUl1 P+ U, (r)r

2mr? sen? 0 2 dr
(32)
d . 9 (co— W)Y
mﬁ(r 0)—%{41)—

2mrisenz 6 |’

che sono le equazioni del moto piano di un punto in coordinate polari », 0
soggetto ad una forza che deriva dal potenziale

(33) U = e® (r, 6) — o — W)

ed a una forza supplementare dipendente dal quadrato della velocita radiale
e dall’accelerazione radiale.

Le equazioni (32) ammettono l'integrale dell’energia
. — 2
(34)_ CEm (P20 — (D — M; + 4 U,, #2 = costante

2 mr® sen? 0

che si ottiene dall'integrale (25), quando dall’espressione di ¢ si elimina §,
mediante 'integrale (31) dei momenti.
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