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Scienza dell’inform azione. —  La distribuzione di Boltzmann 
ricavata come distribuzione l i m i t e Nota di L u is a  A r l o t t i ,  pre­
sentata <(*) **> dal Socio D. G r a f f i .

S u m m a r y . — The probability distribution of a discrete scheme maximizing the entropy 
of degree ß, the average value of a random variable being fixed, is proved to converge as 
ß —>■ I to the Boltzmann distribution which maximizes, under the same conditions, the 
Shannon entropy.

I. Introduzione

In una Nota precedente [i] (che indicherò brevemente con P ed a cui 
rimando per le notazioni) ho dimostrato che dato il valor medio Ü di una 
variabile aleatoria U la quale assume i valori ux =  o <  u% <  • • • <  un esiste 
una ed una sola distribuzione di probabilità {pi} tale che

n n
(a) p i > o  (à) 2  Pi  =  1 (0  2  Pi u i =  Ü

i = 1 i=l

e per la quale risulta massima P entropia di grado ß

Hß (i>j , • ' '.  Pn) =  (21- 0 -  I)“1 (  J j  PÌ -  I )  •

Nella presente Nota mi propongo di dimostrare che se, tenendo fisso Ü, si 
varia ß e si indica con {pi (ß)} la corrispondente distribuzione massimizzante 
questa, per ß fendente ad i, tende alla distribuzione di Boltzmann. In tal 
modo la distribuzione di Boltzmann viene ottenuta come distribuzione limite.

2. D eduzione d e l la  d istr ib u zion e di Boltzmann  

Allo scopo mi serviranno i seguenti Lemmi

LEMMA i . Comunque fissato Ü e ]o , un[ esiste ß̂  >  i tale che Vß € ]o , ß^[, 
ß ^  i , è p i (ß) > o  Vi.

Dimostrazione. In virtù del Lemma i di P e della definizione di A (ß ) è 
certamente pi (ß) >  o V/ se ß 6 ]o , i [. Si supponga perciò ß >  i. Dai Lemmi 
2 e 3 di P si riconosce che per ogni fissato ß >  i è p i>  o V i se e solo se sus­
sistono le condizioni del Lemma 2 ed è y e In_x =  ] — i/u n , +  oo [.. Poiché

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Nella seduta deU’8 aprile 1978.
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la funzione Yß (y) è continua e crescente in IM  ciò equivale a dire che è 
Yß (— i lun) <  Ü <  Y0 ( +  °°)> cioè

E («» — *i)1/(e-1) «i . E 4®'1’
------------- _ < 0 < - * = l -----------.

E E «i/(ß-1)

D ’altra parte è anche

2i=l
l/(ß-l) Ui

lim
^ 1+ ì i u n - u ^

Ì= 1

E 4 /(ß_1)
=  O lim -Î=Î----------

E$=1

--

Si può cosi concludere che comunque fissato C  6 ] o , un[ esiste corrisponden­
temente Pç >  i tale che Vß e ]i , ße [ l’intervallo ]Yß (— i /«*) , Yß ( +  oo)[ 
contiene Ü e quindi è p i (ß) > 0  Vz.

In virtù di questo Lemma se ß e =  ]o , 1 [ U ] 1 , ßü [J la distribuzione 
massimizzante è

pi (ß)
(I +  Y (ß)

%  O +  Y (ß) ^ ) 1/(0_1)

( î  =  I 1 "  ä ) ,

essendo y (ß) la funzione definita in Aç implicitamente tramite l’equazione

E (1 +
= u.

Sia poi per definizione y (1) =  o.

Lemma 2. La funzione  y (ß) è continua nel punto 1.

Dimostrazione. Per la dimostrazione studierò la funzione di due variabili

definita in A ^ X lw_! da Y (ß , y) =  Yß (y) =  2  Vi u i> essendo
i=l

r , -  0
X  ( ‘ -

1 =  1

dY

dY
~ijT

(ß — 0 _1 []È  f i  Uì Vi —  (  J j  f t  Uij ( g  f i  îh j ]

- ( ß - I ) - 2 2

Risulta
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avendo posto v t =  u { (1 +  yu^T1 , =  log (1 +  yu>) e quindi, per le propo­
sizioni A e B di P , 3Y/3y ha lo stesso segno di ß — 1, mentre 3Y/3ß ha segno 
opposto a y. Per il Teorema del Dini la funzione y (ß) è derivabile in A0 con 
derivata

dy = _____
dß ß — I

T 2  Pi (ß) (»< — U) log (1 +  y (ß) u t)
I i=l

2 Pi (ß) (u i — Ü) Ui (1 +  y (ß) Ui)-1
i=l

Tenendo conto delle osservazioni precedenti è facile riconoscere che dy/dß 
ha lo stesso segno di ( ß — 1) y (ß).

n
Essendo Y (ß , o) =  T] u jn  e Y (ß , y (ß)) =  Ü, ed essendo Yß (y) mo-

i=1
notona crescente per ß >  1 e decrescente per o <  ß <  1, risulterà per ß >  1

n
y ( ß ) | o a  seconda che Ü äg ^  u jn  e viceversa per o <  ß <  1. Pertanto è,

i=l n
per ogni valore di ß, dy/dß a seconda che Ü ig T) u jn .  Fissato Ü, la fun-

i=1
zione y (ß) è dunque monotona in ciascuno degli intervalli ]o , i [  e ]i , ,ß^[:

n n
crescente per Ü >  2  u %!n> nulla per Ü =  S  u^n , decrescente per

n i=1 i=1
Ü <  2  u %\n. Tenendo conto del segno di y (ß) si liconosce che esistono finiti

1
i limiti lim y (ß) e lim y (ß).

ß—>■i~ ß- î+
Si riconosce poi che questi limiti valgono zero. Se infatti fosse lim y (ß) =  

=  ÿ ^ o  sarebbe anche ß->i+

lim Y (ß , y (ß)) =  lim Y (ß , ÿ) =  f per ÿ  >  o
ß->i+ ß- î+ { ux — o per y <  o .

Poiché anche Tipotesi lim y (ß) =£ o conduce all’assurdo resta dimostrata la 
i ß->i-

continuità della funzione y (ß).

LEMMA 3. La funzione  y (ß) ha le derivate destra e sinistra nel punto ß — 1.
n

Dimostrazione. Escluso il caso Ü =  ^  u iìn> cui corrisponde y (ß) =  o, 
e posto 1=1

Vß ^  I ^  (ß) =  (ß — I)-1 log (i +  y (ß) Uz) ,
risulta

g' (ß) =  (ß — 0 “2 [— log (1 +  y (ß) u2) +  (ß — i) u2 (i +  y (ß) uz)-1 y' (ß)] =

n _
{2  Pi (ß) (u i ~ L )  [ u { (1 -f y (ß) Ui)-1 (1 4 -  y (ß) uP) log (1 +  y (ß) %) +

=  ___________ :____________  +  Uz log (1 +  y (ß) U*)]
(ß -  1)2 (I +  y (ß) .2  Pi (ß) («< — C) U i  (1 +  y (ß) U i ) -
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La somma del denominatore è positiva, poiché vale (ß — 1) 3Y (ß , y (ß))/9y. 
Vediamo che anche la somma del numeratore è positiva. Questa infatti si può 
scrivere nella forma

n n
S =  2 A  (ß) O i — ü )  /ß  (Ui) =  2  Pi (ß) /ß  (Ui) Ui — 

i =  1 4 =  2

— ( J j - A  (ß) » i) (  Pi (ß) A  (« 0 )

essendo \fx  e [o , un]

A  (x ) =  — x (i +  Y (ß) x y x (1 +  Y (ß) O  log (I +  y (ß) O  +

+  uz log (i +  Y (ß) x ) •

Poiché è T (ß) u2=fio e quindi log (i +  y (ß) u^) <  y (ß) u% risulta \fx  >  u^

À  0*0 =  0 + Y  (ß) *)“2 [— (1 +  Y (ß) «2) log (I +  Y (ß) «2) +

+  ^2 Y (ß) (i +  Y (ß) *)] >  % Y2 (ß) (I +  Y (ß) *)~2 ('*' ■ " ui) >  o .

In conseguenza di ciò è /ß  (ui) <  /ß  (z^+1) (i <  « <  ^) e quindi per la Propo­
sizione A di P è S >  o. Si può cosi concludere che Vße la funzione ^(ß) ha 
derivata positiva; pertanto essa è dotata di limite destro e sinistro nel punto 
ß =  i. È inoltre

lim 7 r(P
Y (ß) Uz
- 0 * ( ß )

Y (ß) Uz 
P1“  log (i +  y (ß) uz)

lim
t—̂ 0

t
log (1 + 1)

I .

I risultati stabiliti e le identità

Y (ß) Y ( 0  =  Y (ß) =  Y (ß) Ui g ($ )
ß — I ß — * ( ß — i ) ^ ( ß )  u%

permettono di affermare che esistono le derivate sinistra e destra della fun­
zione y (ß) nel punto I .

LEMMA 4. Le derivate della funzione  y (ß) nel punto ß =  1 sono entrambe 
fin ite .

n
Dimostrazione. La tesi è evidente nel caso 0 = 2  u i!n > nel quale risulta

y' ( i ) =  o.
Pertanto considero i casi rimanenti ed esamino dapprima la derivata 

sinistra.
Poiché la funzione g  (ß) è monotona crescente in ]o , 1 [ il limite sinistro 

di g  (ß) nel punto ß =  1 non può essere — 00; dalla (1) si deduce che anche 
la derivata sinistra della funzione y (ß) nel punto ß =  1 non può essere — 00. 
Si supponga che sia + 0 0 .
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Se così fosse si avrebbe

Km (  1 +  T
ß->x- \  i +  y (ß) Ui )

=  lim exp 
ß - * i -

log (I +  Y (ß) Uj) —  log (1 +  Y (ß) Ui)
ß — i

lim exp 
ß->i-

i0g f I +  x ( ß ) f e ^ |  u
g \  +  1 +  Y (ß) u i )  I

(ß ) (^  — Ui )

+  T (ß) u i
T (ß) (% — u i)

i +  Y (ß) Ui
ß

_  j -j- 00 per j  >  2 
o per j  <  i '

Sarebbe dunque

lim p i (ß) =  lim
ß -> i-

i +  Y (ß) Uj 
M  \  1 +  Y (ß) « r) T‘“{: per i <  n 

per i =  n .

Ciò implica lim Y (ß , Y (ß) =  lini 2  Pi (ß) u % ~  mentre è per ipotesi
ß—>1“ ß -> l-  i = 1

Y (ß , y (ß)) =  Ü <  « ,  .
Risulta così dimostrato che la derivata sinistra della funzione y (ß  ̂ nel 

punto ß =  i è finita. In modo analogo si riconosce che è finita la derivata 
destra.

Sono ora in grado di dimostrare il Teorema oggetto della presente Nota.

TEOREMA. La funzione  Y (ß) e derivabile nel punto ß =  1. Pertanto, posto 
X =  y' (1), per ß tendente ad  1 la distribuzione {pi (ß)} tende alla distribuzione

i/?/1.
valore di O.

la quale è la distribuzione di Boltzmann corrispondente al dato

Dimostrazione. Se è O =  2  u %\n e quindi y (ß) =  o risulta semplice-
i—1

Xuì
mente X =  o, lim p t (ß) =  p i (ß) =  \jn  =  —------

£  /«y
i=1

, da cui la tesi.

Nei rimanenti casi, in virtù del Lemma 4, si ottiene Vz

lim (1 +  Y (ß) u ì)
ß -> l“

■■»-»= Bm e ^ p ^ X + ï f f ) * . )
ß ^ l"

Y _ ( l  )Ui

ß - t

lim p i (ß)
ß-ä-X"

lim (I +  y (ß) «,)1/®-1) =  lim exp “ «)
i^l+ : ß-»l+ ß ---- Iß -S .l+

=  ^Y+(1)“>

gY_(! )U{ 
n r

)=1

et +mui
lim pi (ff) - ,

Ì-1

26. — RENDICONTI 1978, vol. LXIV, fase. 4.
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Essendo d ’altra parte Vß e Y (ß , Y (ß) =
n

2  P% (ß) u i — Ü è altresì
i=l

n n
2  u i üm p i (ß) =  2  Ui lim p t (ß) =  O .
i=1 ß-^l- i=i ß->i+

Dall’unicità della distribuzione di Boltzmann verificante la condizione
n

S  P \u % =  Ü la tesi segue ora immediata. 
i=1

L ’Autore desidera esprimere la sua sincera riconoscenza al prof. Pietro 
Benvenuti per i suoi consigli ed incoraggiamenti.
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