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Topologia. — Proprietà topologiche e topologie iniziali Nota di 
E raldo G iu l i e A lberto  T ognoli, presentata ((*) **> dal Corrisp. 
G. ClMMINO.

Summary. — Let X be a set, a topology t  on X is completely regular if, and only if, 
T is the topology defined by a family of maps {/x : X R}. It is not difficult to prove that in 
some sense R is minimal under this condition. The purpose of this paper is to characterize 
the spaces of values Y that are minimal and the families of topologies on X that are complete 
under the property of being induced by a family of maps {/x : X -> Y}.

Introduzione

Uno spazio topologico X è completamente regolare se e solo se la sua 
topologia è quella iniziale individuata da una famiglia di funzioni da X alla 
retta numerica R. Non è diffìcile provare che in un certo senso R è uno spazio 
dei valori minimo per questa proprietà.

Il proposito di questo lavoro è quello di caratterizzare le classi & di spazi 
topologici (sottocategorie debolmente iniziali) tali che, per ogni fissata cardi- 
nalità A esiste uno spazio dei valori Ya per gli spazi di fé7 di cardinalità non 
superiore a A e di trovare le classi {Ya} minime per questa proprietà (basi).

Vengono anche messe in luce le relazioni intercorrenti tra  le sottocate­
gorie debolmente iniziali sia con le classi di spazi Y-regolari nel senso di 
Engelking e Mrówka [3] sia con le sottocategorie epi-riflessive di spazi topo- 
logici [6], [7].

i. Il funtore delle topologie iniziali

ENS indica la categoria degli insiemi e loro applicazioni, TOP indica 
la categoria degli spazi topologici e applicazioni continue, D : TOP —> ENS 
indica il funtore che dimentica la struttura topologica. Se X e TOP la sua 
topologia viene indicata con t x; se /  e ENS (DX , DY) dire che essa è continua 
significa che essa lo è come applicazione da X a Y.

La terminologia usata per le categorie è quella di [8].
Le proprietà delle topologie iniziali riportate nel seguito sono, alcune 

ben note (vedi per esempio [2], Par. 3 o [11] Par. 8) ed altre semplici conse­
guenze delle prime e la loro dimostrazione viene riportata per completezza.

Siano A e ENS , Y g TOP e 0  7^ H c  ENS (A , DY); dicesi topologia 
iniziale individuata da H in A, e viene nel seguito indicata con /yH o, quando

(*) Lavoro svolto nelPambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.
(**) Nella seduta dellTi febbraio 1978.
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ciò non dia luogo ad equivoci con i H, la meno fine topologia in A per la quale 
risultano continue le applicazioni h e H; una sottobase per z'H è dunque data 
dalle parti del tipo h~l U , h e  H , U e t y .

Siano X , Y e TOP; diciamo che X è uno spazio Y-iniziale  se risulta 
tx  =  z’H per qualche H c  ENS (DX , DY); è chiaro che in tal caso risulta 
H c  TOP (X , Y) e m  =  i (D (TOP (X , Y)).

L emma i . i .  Siano  T , X , Y e  TOP , X uno spazio Y -iniziale mediante 
H ci ENS (DX , DY) e / e  ENS (DT , DX);

a) la continuità di f  implica la continuità, per ogni h e H , di h f  ;

V) la continuità, per ogni h e  H, di h f  implica la continuità di f .

Lemma 1.2. Siano  X , Y 6 TOP , H =  {Aj : DX -> DY}ieJ e {H} : 
X —> YJ (YJ prodotto topologico di J copie di Y) il prodotto in arrivo della 

fam iglia  H; risulta i l l  =  i  ({H}).

Lemma 1.3. Siano  T , X , Y 6 TOP; se T è X - iniziale e X è Y-iniziale  
allora T è Y —iniziale .

Sia / e T O P  (T , X); se la f  è iniettiva e la topologia di T è quella iniziale 
individuata da /  diciamo che la f  è una immersione e che T (o meglio (T , / ) )  
è un sottospazio di X (in altre parole le immersioni sono i monomorfismi 
estremali [6]). Dalla definizione di sottospazio e dal Lemma 1.3 segue la 
seguente

PROPOSIZIONE i . i .  IJ essere Y-iniziale è una proprietà ereditaria (ossia 
che si conserva per sottospazi); in particolare è una proprietà topologica.

Sia X =  X  Xj il prodotto topologico di una famiglia (non vuota) { X ^ 6j
iej

di spazi topologici (non vuoti); dall’osservazione che ogni X^ può essere 
riguardato come un sottospazio di X, e che X ha la topologia iniziale indi­
viduata dalle proiezioni coordinate e servendosi del Lemma 1.3 si ottiene 
la seguente

PROPOSIZIONE 1.2. a) Se X =  x  x ^  Y —iniziale tale e ogni suo fattore X/.
iej

d) Se ogni X ?- è Y -iniziale tale è X.

Dalle precedenti osservazioni si deduce anche la seguente

Proposizione 1.3. Uno spazio topologico X è Y —iniziale se e solo se per 
ogni insieme J 0  si ha che X e YJ-iniziale.

Per ogni Y 6 TOP indichiamo con J t Y la categoria che ha per oggetti 
le coppie (A , H) con A e ENS e 0 f H c z  ENS (A , DY) e che ha per morfismi 
da (A , H) a (B , K) le f  e ENS (A , B) tali che, per ogni k e  K, risulta k f  e  H; 
dicesi funtore delle topologie iniziali individuato dallo spazio topologico Y 
il funtore Iy : ->T O P che ad ogni (A , H) 6 J y  associa lo spazio topo­
logico (A ; i y H) e che ad o g n i / :  (A , H) -> (B , K) associa la stessa/  come 
funzione continua (per il Lemma i . i .  b) da (A ; z'H) a (B ; zK).
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Sia ora F Y : TOP J Ì y il funtore definito sugli oggetti X e T O P  da 
Fy X =  (DX , D (TOP (X , Y)); la proprietà caratteristica del funtore delle 
topologie iniziali è espressa dal seguente

TEOREMA 1.1. I l  funtore IY è un aggiunto destro del funtore FY.

Dimostrazione. Sia, per ogni X e TOP e (A , H) 6 ^#Y , y) : TOP (X , IY 
(A , H)) -> J I y (Fy X , (A , H)) l’applicazione che ad ogni f é  TOP (X , IY 
(A , H)) associa la stessa f  come morfismo (per il Lemma 1.1 a) da FY X ad 
(A , H); l ’iniettività di Y) è ovvia e la sua sujettività segue dal Lemma 1.1. b.

2. SOTTOCATEGORIE (DEBOLMENTE) INIZIALI

Le sottocategorie fé cz TOP considerate nel seguito sono tutte piene 
(fé (X , Y) =  TOP (X , Y) per ogni X , Y e fé7) e ripetitive (fé7 contiene gli 
spazi topologici omeomorfi ad uno qualsiasi che vi appartiene). Dunque 
tali sottocategorie sono sinonimo di proprietà topologica.

Per ogni sottocategoria fé c: TOP e cardinalità A , fé (A) indica la sottoca­
tegoria costituita dagli oggetti di fé di cardinalità non superiore a A; per ogni 
Y G TOP , IN y indica la sottocategoria piena (e ripetitiva per la Proposizione 
1.1) degli spazi Y-iniziali.

Ciò premesso diciamo che una sottocategoria fé di una sottocategoria 
a  TOP è debolmente iniziale in se per ogni fissata cardinalità A esiste uno 

spazio topològico Y (detto spazio dei valori per fé relativo alla cardinalità A) 
tale che risulta fé (A) =  IN Y (A) D ^ ;  diciamo poi che fé è una sottocategoria 
iniziale se esiste uno spazio dei valori indipendente dalla cardinalità.

Sia TO P0 la categoria degli spazi soddisfacenti il postulato T 0; si ha la 
seguente caratterizzazione delle sottocategorie debolmente complete di TO P0.

T e o re m a ..  2 .1 . fé è debolmente iniziale in  T O P 0 se e solo se e chiusa 
rispetto ai prodotti topologici e rispetto ai sottospazi.

Dimostrazione. Siano fé c= TO P0 debolmente iniziale, {Ya} una classe di 
spazi dei valori per fé , X =  X  X^ il prodotto topologico di una famiglia

je] _
(non vuota) di' spazi (non vuoti) appartenenti a fé e card X =  A; ogni Xj è 
Y^-iniziale per essere, per ogni j  e J, card X^ <  A e dunque, per la Propo­
sizione 1.2 by X è Y^-iniziale ed essendo anche T 0 appartiene a fé; se poi X ' è 
un sottospazio di X e fé , X ' (è T 0) e Y ^ a  x-iniziale per la Proposizione 1.1 
e quindi appartiene a fé.

Viceversa siano fé c= TO P0 una sottocategoria chiusa rispetto ai prodotti 
topologici ed ai sottospazi, A una fissata cardinalità e @ c= fé (A) una qualunque 
classe di spazi a due a due non omeomorfi e tale che ogni spazio di fé (A) è 
omeomorfo a uno di la classe 3t è un insieme il cui prodotto topologico Y 
appartiene a fé; ora ogni X e §  è Y-iniziale e quindi, per l’ipotesi su 3f e per 
la Proposizione 1.1 anche ogni spazio appartenente a fé (A) è Y-iniziale.
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D ’altronde se T e TO P0 è Y-iniziale mediante H c= ENS (DT , DY) risulta, 
per il Lemma 1.2, t t  =  i  ({H}) e la {H} : T -> Y H, per essere T uno spazio T 0, 
è inietti va; dunque T per essere un sottospazio di Y H appartiene a fé7.

U n risultato analogo a quello del Teorema 2.1 riguardante le sottocate­
gorie di TOP si ottiene servendosi delle seguenti osservazioni: per ogni X e TOP 
indichiamo con rX .il quoziente di X modulo la relazione x x ~  x 2 se ogni aperto 
che contiene uno dei due contiene l’altro. Si riconosce immediatamente che 
rX  è uno spazio T 0, che l’applicazione di passaggio al quoziente q : X —>rX  
è aperta e che (quindi) rX  può essere riguardato come sottospazio di X me­
diante una qualunque sezione di q . Dalle precedenti considerazioni e dalla 
Proposizione 1.1 seguono allora le seguenti

PROPOSIZIONE 2.1. X è uno spazio Y-iniziale se e solo se lo è rX .

P r o p o s iz io n e  2.2. X  è Y -iniziale se e solo se è (rY)-iniziale.

La relazione tra le sottocategorie debolmente iniziali di TOP e TO P0 
è messa in luce dal seguente

T eo rem a  2.2. fé7 c= TOP è debolmente iniziale (in TOP) se e solo se

a) fé7 H TO P0 è debolmente inziale in  TO P0
b) fé7 contiene ogni spazio X tale che rX  e fé7.

Dimostrazione. Se fé7 c: TOP è debolmente iniziale essa soddisfa b) per la 
Proposizione 2.1; con ragionamento analogo a quello fatto nella prima parte 
della dimostrazione del Teorema 2.1 si riconosce poi che fé7 fi TO P0 è debolmente 
iniziale in TO P0.

Viceversa se fé7 D TO P0 è debolmente iniziale in TOP0 ogni sua classe di 
spazi dei valori è anche, per la proprietà B) e per la Proposizione 2.1, una 
classe di spazi dei valori per fé7 c= TOP.

Dall’osservazione che (il funtore) r è permutabile con i prodotti topologici 
e dai1 Teoremi 2.1 e 2.2 segue il seguente

TEOREMA 2.3. c  TOP è debolmente iniziale in  TOP se e solo se: 

a') è chiusa rispetto ai prodotti topologici ed ai sottospazi; 
bf) contiene ogni spazio X tale che rX  e fé7.'

O sser v a zio n e  2.1. Se Y è uno spazio T 0 la classe (sottocategoria) degli 
spazi Y-completamente regolari nel senso di S. Mrowka [io] coincide con la 
sottocategoria iniziale in TO PQ degli spazi Y-iniziali e T 0; più in generale se 
& — {Ya} è una classe di spazi dei valori per una sottocategoria debolmente 
iniziale fé7 c= TOP e tutti gli Y sono T 0 la classe degli spazi -completamente 
regolari nel senso di H. Herrlich [5] coincide con la sottocategoria debolmente 
iniziale (in TO P0) ^ n T O P 0.

O sser v a zio n e  2.2. J. F. Kennison [7] ha provato che le sottocategorie 
epiriflessive di TOP sono tutte e sole quelle chiuse rispetto ai prodotti topo-
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logici ed ai sottospazi. Da tale risultato e dal Teorema 2.3 si deduce che una 
sottocategoria di TOP è debolmente iniziale se e solo se è epi—riflessiva e 
soddisfa b').

S. Baron [1] ha dato una caratterizzazione analoga a quella di J. F. Ken- 
nison per le categorie epi-riflessive in TO P0. Da tale caratterizzazione si 
deduce che ogni sottocategoria debolmente iniziale in TO P0 è epi-riflessiva.

3. S is t e m i d i  g e n e r a t o r i e  b a si

Sia fé7 c  TOP una sottocategoria debolmente completa; diciamo classe di 
generatori per fé7 ogni sua classe di spazi dei valori; diciamo poi che fé7 è sem­
plicemente generata se esiste un sistema di generatori che (a meno di omeo- 
morfismi) è un insieme.

Sussiste la seguente

PROPOSIZIONE 3.1. a  TOP è semplicemente generata se e solo se è iniziale.

Dimostrazione. Se fé7 c= TOP è semplicemente generata dalla famiglia di 
generatori {Y^-6j posto Y =  X  Ŷ - si ha, per ogni X e ^ ,  che X è Ŷ —iniziale

JeJ
per qualche j e  J e quindi che X è Y-iniziale. Viceversa se Z e TOP è 
Y-iniziale, per essere Y efé7 (Teorema 2.3. a') e quindi Y f -iniziale per qualche 
j e  J, si ha (Lemma 1.3) che Z è Y j-iniziale e dunque appartiene a fé7.

Siano {Ya} , {Ya} due classi di generatori per una fissata sottocategoria 
debolmente completa fé7 c= TOP; poniamo {Ya} <  {Ya} se, per ogni A , Ya è 
(omeomorfo a) un sottospazio di Ya- Tale relazione è ovviamente riflessiva e 
transitiva; ogni primo elemento rispetto a <  è detto A-base per fé7.

Se fé7 è semplicemente generata e Y , Y' sono due generatori posto, nello 
stesso modo^ Y <  Y' se Y è (omeomorfo ad) un sottospazio di Y', ogni primo 
elemento prende il nome di base per fé7.

Si osservi che se Y è una base per una sottocategoria iniziale non è detto 
che la classe costante {Ya} , YA =  Y, sia una A-base per fé7 (vedi Esempio 6). 
Si osservi anche che per la Proposizione 2.2 le A-basi sono sempre costituite 
da spazi T 0.

4. E se m pi

Diamo ora alcuni esempi illustrativi della teoria sviluppata. In tali esempi 
si ritrovano alcuni risultati dovuti a Herrlich [4] e [5], Mrówka [9] e che 
sono riportati in [io].

Nel seguito data una sottocategoria fé7 c= TOP , fé7 indica la sottocategoria 
degli spazi X tali che rX  e fé7. TOP^ (i =  o , 1 , 2 , 3) indica la sottocate­
goria degli spazi soddisfacenti il postulato T*.

12. — RENDICONTI 1978, vol. LXIV, fase. 2.



Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXIV -  febbraio 1978168

Esempio  r. La sottocategoria degli spazi caotici (gli unici aperti sono quelli 
banali) è iniziale:

a) i generatori sono gli spazi caotici;

b) le basi sono gli spazi puntiformi;

Esempio 2. La sottocategoria degli spazi aventi una sottobase di aperti 
che sono anche chiusi è iniziale:

a) i generatori sono gli spazi Y tali che r Y  è discreto e contiene più 
di un punto;

b) le basi sono gli spazi discreti con due punti.

Esempio 3. La categoria TOP =  TO P0 è iniziale:

a) i generatori sono gli spazi contenenti un sottospazio omeomorfo 
allo spazio S di Sierpinski (due punti con uno dei due unico aperto proprio);

b) le basi sono gli spazi omeomorfi allo spazio di Siérpinski.

Esempio 4. La categoria TOPx è debolmente iniziale ma non iniziale 
(Mrówka):

ay i sistemi di generatori sono le classi {Ya} soddisfacenti le seguenti 
condizioni: 1) per ogni A, tY a  è T,; 2) per ogni A , Ya contiene un sottospazio 
avente cardinalità A e topologia cofinita (i chiusi non banali sono le parti 
finite);

b) le A-basi sono date dalle classi di spazi che, per ogni cardinalità A, 
hanno quella cardinalità e topologia cofinita.

Esempio  5. La categoria TOP2 è debolmente iniziale ma non iniziale 
(Herrlich).

IJna classe di generatori si può costruire seguendo la seconda parte della 
dimostrazione del Teorema 2.1.

Lo stesso discorso vale per la categoria TO P3.

Esempio 6. La categoria TYCH degli spazi completamente regolari è 
iniziale:

a) un generatore è un qualunque spazio X tale che rX  è T2 e contiene 
(a meno di omeomorfismi) la retta numerica R (Mrówka);

b) una base è un qualunque spazio T2 contenente la retta numerica R 
ma non ivi contenuto;

c) una A-base è data da una classe {Ya} di spazi cosiffatta: Ya =  
spazio puntiforme per A =  1 ; Y a  =  spazio discreto con due punti per

ogni cardinalità finita A >  1 ; Ya =  ( U  { l ln}^{°})>  con topologia di
\ra eN  /

R, per A =  cardinalità del numerabile; Ya == R per ogni altra cardinalità.
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