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Geometria. — Géométrisation des modifications formelles . Nota
di Vincenzo ANconNa e GIusepPPE TomassiNI, presentata ¢ dal
Socio G. Zarra.

RIASSUNTO. — Si dimostra la versione analitica dei teoremi di M. Artin sull’esistenza
delle modificazioni nella categoria degli spazi algebrici (cfr. [2]).

1. ESPACES ANALYTIQUES FORMELS

Pour la théorie générale des espaces analytiques formels on renvoyera
a [3] et [4]. o |

Soit (Z, Oz) un espace analytique formel et xe Z. Si X, -+, Xy sont des
indeterminées on dénotera par Ox ,{X,,- -+, Xn}~ (ou par O ,{X} ) I'anneau
local Og « N, (0. Le complété de cet anneau, par rapport & son idéal maximal,
est 'anneau local @gg’x [X;, -+, Xx]l. On démontre les faits suivants:

a) pour tout f=f (X, -, Xn) €0z, {X;, -+, Xn} et a, --,an€
€ Og , on peut calculer f(a;,---,ay) (pourvu que f,a, -+, ay ne
solent pas inversibles) et on obtient un élément de Og ,;

6) si t=(t, -, tx) et k= (ly, -, hx) sont dans Oy, on la formule
N N
de Taylor: f(t+A) = f@#+ Y, gxfi @ h; + EIG,-,. (¢, k) ki hj o
= oy i7=
les G4 (X,Y) sont dans Og, {X;, -+, Xn, Yy, -+, YN}

¢) soient fi, -, fn€0x,{X;, -+, Xn} et soit J,(X;,---, Xy) le
jacobien de f,,:--, fx; si f;(0,++,0),7=1,---,N, ne sont pas
inversibles dans Og , et J¢(0, -+, 0) 'est dans Oy , il existe g;,- - -
++, gN€0g,, non inversibles tels que f;(gy, - -, gx) =0, 7 =1,---
«++,N; de plus g ,---, gn sont determinées de maniére unique.

2. MODIFICATIONS FORMELLES

Soit f: %" — % un morphisme adique d’espaces analytiques formels,
2 eX et x=/f(x"). On peut démontrer que I'anneau 0Oz, est isomorphe,
en tant que Og ,—algébre, & une algébre quotient Oz ,{X,, -+, Xx} /B ou B
est un idéal (N un entier convenable). Si B est engendré par f,, -+, f,, déno-
tons par J (B) l'idéal engendré par les mineurs d’ordre N de la matrice

(*) Travail exécuté dans le cercle de lactivité du G.N.S.A.G.A du C.N.R.
(**) Nella seduta dell’s1 febbraio 1978.
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7 .
(‘;)f?:) »(@=N). Si 3};1 by fj=0,7=1,---,m, est un systtme complet de
rélations entre £, ,-- -, f;, on dénote par % (B) l'idéal de O ,{X,, -, Xx}~
engendré par les mineurs d’ordre ¢ — N de la matrice (4;;). Les images J (f),,
% (B), de J(B) et € (B) dans Og , séront appelées respectivement l'zdéal
Jacobien et Vidéal de Cramer de f en x'. Elles sont indépendantes de la répré-
sentation de Og , comme quotient de Ox , {X,,---, Xy}~. On obtient ainsi,
quand #" varie, deux faisceaux cohérents de Opy—idéaux sur &', J (f) et € (f).
Cela étant on a la définition de modification formelle de facon analogue au
cas algébrique (voir [2]).

3. THEOREMES D’'EXISTENCE

(A) On démontre les théorémes suivants:

THEOREME 1. (Existence des dilatations). Soiz Y wun sous—espace ana-
Iytique fermé d'un espace analytique X | Z le complété formel de X le long de Y.
Pour toute modification formelle f: X' — X il existe une modification d’espaces
analytigues f,: X' — X et un isomorphisme ¢ de sa completion f, avec f.
Le couple (fy, @) est determiné & un isomorphisme unique pres.

THEOREME 2. (Existence des contractions). Soi¢ Y' wun sous—espace
analytiqgue d'un espace analytique véduit X', X' le complété formel de X' le
long de Y. Supposons qu'il existe une modification formelle f: %' —% avec
Lhypothése supplementaive que X soit localement le complété formel d’un espace
analytique le long d'un sous—espace. Il existe alors une modification d’espaces
analytigues f,: X' — X et un isomorphisme de sa completion f, avec f.
Le couple (fy, @) est determiné & un isomorphisme unique pres.

Remargue. Ces Théorémes sont la version analytique des théorémes démon-
trés par M. Artin (voir [2]) dans la catégorie des espaces algébriques (et dans
cette situation 1’énoncé du Théoréme 2 n’exige pas 'hypotheése supplementaire
sur ). SiX et &' (respectivement X' et &) sont lisses le Théoréme 1 (respecti-
vement le Théoréme 2) a été prouvé, par des méthodes différentes, par Krasnov
(voir [8]). On voit facilement que en ce cas 1& &’ (respectivement &) est auto-
matiquement le complété formel d’une variété le long d’un sous—espace.

Gréce au résultat de Fujiki (voir [6]) le Théoréme 2 est une consequence
(pas tout a fait immédiate) du Théoréme 1. En effet supposons qu’on ait prouvé
le Théoréme 1. On se rameéne, grice & un Théoréme de unicité, & cette situation:
Z est le complété formel d’un espace analytique X le long d’un sous—espace Y;
/ induit un morphisme propre et surjectif g¢: Y’ —7Y. A cause du Théoréme 1
il existe une modification d’espaces analytiques f: Xo—> X, et un diagramme
commutatif

Y’ ( - Xo
<l 7
i V0
Y ¢ - X,
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tel que le complété de Xg le long de Y’ soit (isomorphe 3) &' et f, = f.
A cause d'un théoréme de Hironaka (voir [7]) f, est dominée par un écla-
tement: il existe (quitte a restreindre X,) un éclatement de X,, /2 : X"'— X,,
de centre un sous—espace D, tel que D4 = Y 44 et un diagramme commutatif

XII s - X(;
N /
AN
2 \ / 0
Xo
Soit D" = f;*(D) et &’ le complété formel de X'’ le long de D”. On
P

a un morphisme § : &’ — %" et donc, par le Théoreme 1, une modification
d’espaces analytiques

D" —— Xy
b
DI ( > XI

(ot Dygq = Yeq) telle que: le complété de X, le long de D’ soit (isomorphe 3),
Z"" et le complété de s, soit §. Soit J 'idéal de D’ dans X"’ et J, 'idéal de D"’
dans X;". On a un isomorphisme Jon2 = Jj2.  Envisageons le diagramme
DII (

leD"l

D

17
- Xo

On peut le compléter par le diagramme suivant (qui est une modification)

D¢ . X:‘u,
/rl l
fZ'D, ! !
D « X

en appliquant le Théoréme de Fujiki. En effet les hypotheéses du Théoreme
de Fujiki sont verifiées pour le diagramme
DII ( — XII
Saiorr l

D
parce—que l'idéal de D” dans X" provient d’un éclatement. Il est facile de

. . rr . .
voir que le morphisme Xy — X se factorise & travers un morphisme X’ — X
qui est la contraction cherchée.
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(B) Nous voulons maintenant indiquer comment prouver le Théoréme 1.
Grace au Théoréme d’unicité on se raméne au probléme de I'existence locale,
4 savoir

THEOREME 3. Dans les hypothéses du Théoréme 1, soit x' € &', x = f (x).
1l existe un voisinage de x dans X et un diagramme commutatif d’espaces
analytiques

Y - X'
| |
+ ¥
Vo« - U

tel que le complété formel de X' le long de Y' soit isomorphe & un voisinage de x'
dans X' (isomorphisme compatible avec les applications dans X).

On peut supposer que O soit égal & Og ,{X} /s ot B=(f1, -+, fp).
Si J est un idéal de définition de Oy et I = 4, on a dans D = Ox , {X}:
"D<J(B)+ B, "Dc¥(B)+ B. Soit
/

D" D¢ B o

une présentation de B comme D-module. Soit L la matrice de /. Le
résultat clef pour démontrer le Théoréme d’existence locale est exprimé
par un Théoréme de rigidité que voici:

THEOREME DE RIGIDITE. Dans les conditions précédentes il existe un
couple (ng,r) d'entiers avec la propridté suivante: soit n > my un entier,
B' = (f1, ++, fo) un idéal de D tel que fi=f; (mod 1"y, j=1,--+,q &
L' f' = o un systéme de relations entre lesf; ,j =1, -+, q ott L' est une matrice
(m , q) & coefficients dans D telle gue L' = L (mod 1%); i/ existe un Ox, —auto-
morphisme de D, congru a I'idéntité modulo 1™, qui induit un isomorphisme
de D|g sur D'[g.

Pour la démonstration on utilise le méthodes de Elkik (voir [5]).
Compte tenu du Théoréme de rigidité et du Théoréme d’approximation

de M. Artin (voir [1]) on peut d’abord approximer les f;,- - -, f, et la matrice
L, modulo I* par des éléments de Ox,{X;, -, Xn} = OxxcN,@,0, disons
f1,-- -,f; et L*. L’anneau Oxxc¥,@.0)/¢5 .- 1 définit un germe d’espace ana-

lytique X’. L’idéal I définit dans X' un sous—espace Y’ et I'anneau local
en x’ du complété formel de X’ le long de Y’ est isomorphe a 0z , {X}™/B
a cause du Théoréme de rigidité (et en outre il est clair qu’on a un morphisme
X"— X A partir de la suite d’homomorphismes 0x,, — Oxxc¥, @0 — Ox' o).
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