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Geometria differenziale. — Connexions induites et classes carac-
téristigues. Nota di Tone Van Duc, presentata® dal Socio E. Mar-
TINELLI a nome del compianto Socio B. SEGRE.

R1assUNTO. — Sia (P ,M, G) un fibrato principale il cui gruppo strutturale ammetta
un sottogruppo chiuso H della forma H = H,; XH, . Si dimostra che se il fibrato (P,M , G)
¢ fogliettato, allora il fibrato principale (P/H,, P/H, H;) ¢ lui pure fogliettato. Inoltre se
la coppia (G, H) & riducibile, allora ogni connessione su (P ,M G) induce una connes-
sione su (P/H,, P/H, H,).

Si dimostra in seguito che, supposta basica la connessione su (P ,M, G), le classi di
Pontryagin di (P/H,, P/H, H,) sono nulle a partire da una certa dimensione.

Soit (P,M, &) uh fibré priﬁcipal de groupe structural G. On rappelle
les notions suivantes dues 4 F. Kamber et Ph. Tondeur [31:

DEFINITION. Une counexion partieile sur (P ,M,G) est un sous—ﬁére’
vectoriel F de TP tel que: :

) F,OVP, =o0,VYue P, o VP désigne le fibré vertical de P.
(i) Fup = Ry Fy,Vue P ot Vac G.

Il résulte de la condition (ii) qui si 'on pose L, = p, L, ol p est la
‘projection de P sur M et ot # est un élément de P tel que p (#) = x, on obtient
un sous—fibré vectoriel L de TM.

Lorsque (P, M+, G) est munie d’une connexion partielle, on peut définir
le relevement partiellement horizontal X* d’un champ de vecteurs X de M.

DEFINITION. Une connexion partielle ¥ sur (P, M ,G) est dite plate
st VA,Be F,[A,B]eF.

On remarque que si F est plate, le fibré vectoriel L est intégrable.
En effet, soient X et Y deux sections de L et soient X* et Y” leurs releve-

ment horizontaux. Puisque [X?, Y"]e F et que 2, [X*, Y] = [X, Y], on
a [X,Y]eL.

DEFINITION. Une connexion sur wun fibré principal (P ,M , G) est dite
adaptée a une connexion partielle ¥ si quel que soit I'élément u de P, espace
horizontal en u contient F,.

DEFINITION. Une connexion « sur (P, M ,G) adaptée & une conne-
xion partielle ¥ est dite basigue si 0, 0 = 0,VAe F.

(*) Nella seduta del 10 dicembre 1977.
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Cette condition est équivalent & 7, Q =0,VAe F ol Q est la forme
de courbure de o [3].

DEFINITION. Un fibré principal est dit feuilleté s'il est muni dune
connexion partielle plate.

PrOPOSITION 1. Soit (f, %,k un morphisme d'un fibré principal
(P, M, G) dans un autre 1bré principal (P', M', G") tel que & soit un difféo-
morphisme de M sur M’ et soit F une connexion partielle sur P. Alors, il
existe une connexion partielle ¥' sur P’ telle que f, F, = F}(u) , Vue P.

Premwve. Soit v'€ P’ et soit #'e f(P) tel que p' (') = p' (v"), p’ étant
la projection de P’ sur M'. On a #' = f (%) avec ue P. Il existe a'e G’
tel que v/ =#' o’ =f(W)a’. On pose Fny =R, f,(F,). En utilisant le
deuxitme axiome d’une connexion partielle, on vérifie facilement que F,
ne dépend ni de &', ni de =. Soit 4'eG’; on a o' =f(®)a'b'; d’on
Fys = (Raw)s fx (Fu) = Ry, Fyr. D’autre part, soit A’e F,,NVP,. Il existe
Ac T, tel que A’ =Ry (f,A). Par suite o= p, A = p, R, fe(A) =
= P f (A) = %, (p, A); puisque % est un difféomorphisme, on a p, A = o;
A est donc vertical et égal au vecteur nul; d'ou A’ = o.

Si le rang de F est égal & celui de TM i.e. si F est une connexion,
alors F' est une connexion sur P’. On a ainsi démontré le:

COROLLAIRE. Les hypothéses étant celles de la proposition, pour toute
connexion sur P adaptée a F, son image par f est adaptée & la connexion
partielle F'.

On considére maintenant un fibré principal (P, M, G) et un sous-groupe
fermé H de G, d’algébre de Lie b, tel que l'espace homogéne G/H soir
réductif. Soit m le sous—espace vectoriel de g, algébre de Lie de G, tel que:

g=hom
et
Ad(Hymcm.
Soit = la projection de g sur . Alors, on a:
(1) " Ad(Wyem=moAd(h), VheH.

On suppose de plus que H = H; XH, et on note |, et b, les algebres
de Lie de H, et de H,; ce qui donne une nouvelle décomposition de g:

g=0®h dm.

La projection canonique de G/H, sur G/H induit une submersion de
P/H,=P, sur PP H=V et (P;,V,H,) est un espace fibré principal de
groupe structural H,. A la projection de G sur G/H correspond un mor-
phisme £, de (P,V, H) sur (P,,V, H)).
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Soit @ une connexion sur (P, M, G). Alors &' = mwow définit une con-
nexion sur (P,V,H) comme il est facile de le constater en utilisant la
relation (1). L'image de la connexion définie par ' par le morphisme f;
est une connexion sur (P;,V,H,).

On appellera connexion induite par o sur (P,,V,H;) la connexion
ainsi obtenue et on désignera par o, sa forme de connexion.

Soient Q , Q', Q, les formes de courbure de o , &’ et ;. Soit ¢ =& — &'}
¢ est une forme sur P & valeurs dans m. On en déduit:

do = do' + do
et
Q=do+}[0,e]
=do' +dp + 3 [0, 0'] + 39, 9] + [0, ¢]
=Q +dp+ 39, 9] + [0, ¢]
d’ou:

Q =7ncQ—3nefo,¢].
Comme fl* o, = p1° 6" oll p, est la projection de h sur By, on a:

fl* Q=pQ =ponoQ—%pomofe,q].

En désignant par =, la projection de g sur B, on obtient la formule:
(2) .f:(QI=7t1°Q'_"12'T:1°[<Pa(P]-

Un exemple de connexion induite est fourni par I'étude des sous—
variétés d’une variété riemannienne.

Soit M une sous—variété de dimension » d’une variété riemanienne (N, g)
de dimension 7 - #. On notera encore g la rhétrique induite sur M. Soient
OMN),N,O (@ +n) et (OM),M, O (m)) les fibrés des repéres ortho-
normés de N et de M. L’ensemble des repéres comprenant » vecteurs tan-
gents orthonormés de N constitue un fibré principal isomorphe a (O (N)/O (),
N, O (m)). De méme, le fibré (O (N)/O (m)xO (%) ,N) s'interpréte comme
le fibré des m-—plans tangents de la variété N. Soient (ey, -, ¢nin) la base
canonique de R™?® On considérera R™ et R® comme des sous—espaces
vectoriels de R engendrés respectivement par (¢g,- * +, ) €t (Cpia »* * *» Cmin)-
Soit 2 = (X, +*, Xpsn) un repeére orthonormé de N d’origine x, alors
Si) =Xy, -, Xp). Silon considére # comme un isomorphisme de R™+#
sur T, N, f; (#) sera un isomorphisme de R™ sur le m—plan tangent a N
engendré par X, ,--+, X,,. On a un morphisme (v, ¢) de (O (M), M, O (m))
dans (O (N)/O (%) , O (N)/O' (m)XO (), O (m)) qui au repére v de M au

point x fait correspondre le m-repére v (#) de N situé au-dessus.du s~

35. — RENDICONTI 1977, vol. LXIII, fasc. 6.
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plan tangent #(x) engendré par 7 (#). D’out les diagrammes commutatifs
suivants:

O N)/O () +—"——O (M)
A |

£/ l
O(N) —— OMN)/O () X O () ~f M

v .
N —® N

O (N) —-— O (N)/O (#) «— O (M)

71

!
N id N i M

Soient © et 0 les formes canoniques de O (N) et O (M). Sur O (N)/O (»);

il existe une forme canonique ®; définie par:

0,(A) = (B(TA),  VAeT, (O MO ()
ou f désigne la projection orthogonale de T, N sur le m-plan tangent
défini par 2. Il est évident que: »
(3) 770, =0 et £ 0O=0gpn

olt. Og~ est la R™—composante de la forme canonique @.
Soit B la forme de Killing de o (m + #) et soit m le complémentaire
orthogonal de o (%) + o () par rapport a B. On a:

o(m 4+ n)=0(m)® o) +m

et

Ad (O (m)xO (m)) mc m.

Par suite, O (m)XO (n) est réductif dans O (m + #) et la connexion
riemannienne ® sur O (N) induit une connexion «; sur (O (M)/O (»),
O (M)/O () X O (z) , O (2)). La connexion w; permet de retrouver la con-
nexion riemannienne de (M, g). Soit & l'image réciproque de o par le
morphisme 7 qui est un isomorphisme sur les fibrés.

PROPOSITION 2. & est la connexion riemannienne de (M , g).

~

Preuve. 11 suffit de vérifier que @& est sans torsion. On a:

*

4 B=n"w et flo=om=moo.
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Puisque » est sans torsion:
) A0 =—o 0.

Comme f; est surjectif, les formules (3), (4) et (5) impliquent
do0=—a N6,

On revient au cas général d'un fibré principal (P,M,G) et d’un
sous—groupe fermé H = H; X H, de G tel que G/H soit réductif. On suppose
en outre que (P, M, G) est feuillet¢ par une connexion partielle plate F,
D’aprés la Proposition 1, le fibré (P, ,V, H,) est feuilleté par F,, image de F
par fi. De plus si o est une connexion adaptée a F, la connexion induite e,
est adaptée 2 w,.

Soit fe 1¥(H,), I'espace vectoriel des formes A-linéaires symétriques
sur B, invariantes par Ad (H,). Puisque f; est surjectif, on voit, d’aprés la
formule (2) que f (Q}) est parfaitement déterminée par:

f(me Q—tmele, o) = 2 f (e DA dmele, o).

Il existe une valeur 7, de ; tel que (mo[o, @] =0 pour j> j,. On
remarque que j, < [4dim G/H]. Si la connexion @ est basique, (Q) =o
pour 7 > [g/2] et par suite 7 (Q}) = o pour £ > [g/2] + j,, ol ¢ est la codi-
mension de F. On a donc établi le

THEOREME. S? Je fibré feuilletd (P, M, G) est muni d'une connexion
basigue, les classes de Pontrjagin du 1i6ré feuilleté (P, ,V,H,) sont nulles en
dimension supérieure ¢ [g[2] + 7,.
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