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Topologia. — Awncora sull’anello caratteristico di estensioni di
algebre di Lie. Nota di RENzo Mazzocco ©, presentata ¢ dal Socio
E. MARTINELLI.

SUMMARY. — In this Note the Author continues the investigations of [2] on the con-
struction of ‘ constant invariant”” forms (and hence of characteristic classes) for any Lie
algebra extension, satisfying suitable conditions.

1. Sia:0>HSP T 0, un’estensione di R-algebre di Lie, R
anello commutativo con unita, soddisfacente alle condizioni del n. 2.1 di [2].
Ricordato, in particolare, che il nucleo H di una & siffatta ha una struttura
di algebra associativa su una R-algebra commutativa F con unitd, suppo-
niamo inoltre che

(1) H, come algebra associativa su F, sia dotata di unita u ,
donde, tenuta presente la (2.1.2.) di [2], si trae,

VPED, [P, u] =[p,uXu] = [p,u]Xu+uX[p,u] =2[p,u]
implicante
(2) [p,4u] =0, VWpeP.

Cio premesso, sia ¢, : H® - F, % > 1, una forma «invariante costante »
di grado » di & (nel senso di [3], § 4); cio¢ ¢, sia una forma (F , »)-lineare
su H tale che, VpeP e V (%, -, %, € H?, risulti

n

(3) Tc(?)‘?n<k1,"')/ln)= ZaCPn(;ll,"', [P’ku]f",/zn)-

1
Stabiliamo il seguente
TEOREMA. La funzione @n: H™ —F | 1 <m <n—1; definita ponendo,
V</ll [ -,ﬁm)EH"”’
(4) (P'm(kly"’yhm)zSon(hl""’;lm;u)"")Z‘)’

¢ una forma « invariante costante» di grado m di &.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche
e Geometriche e loro Applicazioni del C.N.R. e dedicato alla' memoria di mio padre Fran-
cesco Mazzocco recentemente scomparso.

(**) Nella seduta del 18 novembre 1977,
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Dimostrazione. Dalla definizione (4) e dalla (F, z)-linearitd di ¢, si
trae immediatamente che la ¢, ¢ una forma (F,m)-lineare. Per provare
Passerto resta allora da dimostrare soltanto che & soddisfatta la seguente
condizione

m

(5) n(f’)‘?m(hl’”':;‘m): gaq’m(/’l;""_[fb»}za]:"':km)ereP
e Y (B, - hy)eHn.

Dalla (3), posto in essa Ay = 2y = -+ = %y, = u, si ha,

m

V(lll:'"’/Zm)eHmrW(p)q’m(ﬁl:'":/‘m’%""’u)zZaq)n(}‘l:"';[P:}la]s“'

j]

n
"',}Zm’:%"")%>+ Z_}_Jf‘Pn(;llv“',}lm;”,"‘:[?»”]:“‘»74);
m

ma, per la (2), e per la (F, »)-linearita di ¢,, la seconda somma & nulla onde
risulta

m

TC(P) an(ﬁl;"’:;lm;%:"':ZO: Zd <Pn(}ll’ ""[ﬁ:ha]:"')}lms”:"')”)

1
ed essendo, per la (4),
CPn(/ﬁ»"'y;lm,”""»”)=<Pm(;51;"'»}lm)
nonche
(Pn(hl’..., [P,ﬁa],"',/lm,%,"',%>—_—CPm(;ﬁ,"', [P’;ld]""r/lm)

si ha in definitiva che la ¢, soddisfa la (s).

2. Siaoraé =6 (E):0—>C*°M, Hom(E,E)) > P—->C*(M, T (M)) —o,
R=R,F=C*(M,R) un’estensione di algebre di Lie associata ad un
fibrato vettoriale reale E su una varieta differenziabile connessa M (ved. [2],
n. 3.1 oppure [3], n. 6.1) e si osservi che ad & (E) & applicabile il teorema pre-
cedente. Infatti & (E) soddisfa alle condizioni del n. 2.1 di [2] e la sezione I
costituita dagli endomorfismi identitd & un elemento uniti nella struttura di
F-algebra associativa di H=C* (M, Hom (E, E)).

Si consideri inoltre la forma (F, m)-lineare G, :H” - TF,1 <m <=,
ottenuta polarizzando il polinomio g, (X), omogeneo di grado 7 negli elementi
x;; della matrice quadrata X d’ordine 7, definito da det (AA — X) = A"+

n

+ 2," (— D)™ g, (X) ™ & noto che ogni G, ¢ una forma invariante nel

senso di S. S. Chern e A. Weil e quindi, per la Proposizione 15 di [3], & una
forma «invariante costante» di & (E).
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Ebbene, un calcolo elementare (se pur non breve) mostra, che, per ogni
m—pla X, ,+ -+, Xy, di matrici quadrate d’ordine 7, risulta

! (s — 2!
(6) Gm(Xl»'°':Xm;A)”'»A):'M'—m);Gm(le"';Xm)

7!
e quindi per ogni (%4, -, A,) € H™ si ottiene:

m! (n — m)!
7!

(7) G'n<ﬁl:"'1;‘m’1:"'91): Gm(/ll,_'",;lm).

Assumendo nella (4) ¢, = G, ed # = I si ha poi, osservato che allora &
CPm(/lly"',/ZnD =Gn<ﬁ1""’km; I PR I))

® O iy ) = T G Gl ).

In conclusione: Je forme «invarianti costanti» @, di & () costruite con il teo-
rema precedente, guando si assume in esso come @, la forma «invariante costante »
G, ottenuta polarizzando g, (X) = det (X), coincidono, a meno di fattori mol-
tiplicativi costanti, con le forme « invarianti costantiv G, ottenute polarizzando
i coefficients g,, (X) dell'equazione caratteristica.
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