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Funzioni di variabile reale. — Convergenza in variazione con 
peso e uniforme convergenza^. N ota (”) di P rimo B r a n d i, presentata 
dal Socio G. S a n so n e .

Summary. — We study, for functions /  : [ a , à] R, some conditions of uniform 
and uniform almost everywhere convergence, after pointing out the indipendence from 
weight of convergence in variation.

I. In t r o d u z io n e

Recentemente P. J. Kaiser [6] ha proposto, per le applicazioni/ :  [a, $]—>R, 
[ a , è] cz R, una definizione di variazione pesata con una misura p. del 
tipo p. =  9 o m , m  misura di Lebesgue e 9 (t) continua e strettamente positiva, 
che è stata estesa da M. Boni e P. Brandi [2], in senso generalizzato, alle 
funzioni sommabili

In [3], ispirandoci a un’idea del Cesari [5], ripresa recentemente da 
M. Boni [1], abbiamo proposto una definizione di variazione con peso su un 
intervallo del reale che permette di inquadrare in un unico assetto le varia­
zioni classica e generalizzata e successivamente in [4] abbiamo esteso tali 
concetti ai sottoinsiemi del reale.

In questa Nota, operando sempre in sottoinsiemi del reale, ci occuperemo 
della indipendenza dal peso della convergenza in variazione, di criteri di 
convergenza uniforme e uniforme quasi ovunque.

Le dimostrazioni saranno riportate in un lavoro di prossima pubblicazione.

2. N o t a z io n i e  d e f in iz io n i

Sia p, una misura su R assolutamente continua rispetto alla misura di 
Lebesgue m ì avente derivata alla Radon-Nikodym  uguale quasi ovunque ad 
una funzione 9 (t) uniformemente continua, con o <  X <  9 (t) <  A per / e R .

Fissato un sottoinsieme M di R, porremo h =  inf M , k =  sup M e indi­
ci _ * (**) . .

cheremo con M , M e M rispettivamente l’interno, la chiusura e l’insieme 
dei punti isolati di M in R; indicheremo inoltre con M(s) l’insieme dei punti 
di M che sono di accumulazione almeno da sinistra per M e con l’insieme 
dei punti di M che sono di accumulazione almeno da destra per M.

Indicheremo con {h , k) uno qualunque degli intervalli \h , k\ , ]k , k [ , 
[h , k [ , ]k , k], con il solo vincolo che sia contenuto in R.

(*) Lavoro eseguito nellTstituto Matematico Università di Perugia nelPambito del 
G.N.A.F.A-C.N.R.

(**) Pervenuta alPAccademia il 18 ottobre 1977.
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Indicata con {I}M la famiglia degli intervalli chiusi di R ad estremi in M, 
consideriamo la funzione d ’intervallo definita per ogni I e {I}M dall’espressione

SM (I) =  fft (I) ~ sup m  (J) dove =  {J e {I}M/J <= I , J D M =  0 }
J

convenendo di porre sup m  (J) =  o nel caso la famiglia fosse vuota. 

Indicheremo con =  {D} la famiglia di tutte le suddivisioni 

D =  {xx , %2, • • •, x^} con k <:x 1< x2 <  • • • < x^  <  k ,

x { e M (i =  i , 2 , •. •, N)

e con x-± <  o se h <*o ed x^  >  o se k  >  o; useremo anche la notazione D =  [I]. 
Per ogni D == [I] € , porremo

(D) =  max Sm (I) +  §&
:1 IeD
dove

182

xx — h se h e  R i k  — x N se k e R

I
se h =  — 00

h6
0

se k =  +  00—
K l 1 *N

Quando M contiene infiniti elementi, l’applicazione Sm : —* Ro" è una
« mesh » alla Cesari su , la quale si riduce alla « mesh » usuale se M risulta 
un intervallo compatto in R.

D ata una funzione/  : R  R, indicheremo cou/ m la restrizione d i/  ad M. 
Inoltre, posto per ogni I =  [a , ß] , a <  ß , a , ß e M,

e/M ( 9  =  C/m (P) — f u  («)) .

indicheremo con ( / M , D) il numero 2  I ®/m CO I > D  e  e definiamo
I e D

(X-variazione della /  su M la quantità non negativa, finita o no,

V,* [/m] =  inf sup Vy. ( / M , D) , D g S m .
s > 0  SM(D )< e

Se l’insieme M risulta vuoto o formato da un solo punto, porremo [fu] =  o.
Ogni qualvolta V̂ , [ / M] <  +  oo diremo che /  è a [x-variazione limitata 

su M. Diremo che un insieme M c R  gode della proprietà (G) se, fissato 
comunque un insieme E di misura nulla disgiunto da M*, risulta M — E =  M.

Indicheremo con ^  la classe dei sottoinsiemi M di R ognuno dei quali 
gode della proprietà (G).

Fissato un insieme M in porremo

J t  =  {M — E \m (E) =  o et E fi M* =  0}
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e diremo ^-variazione generalizzata della /  su M la quantità non negativa, 
finita o no,

<Pn [ / ,  M] =  min Vn [ / H] •
He*#

Se risulta cp̂  [ / ,  M] <  -f  00, diremo che / è  a {^-variazione generalizzata 
limitata sull’insieme M.

Nel caso in cui M coincide con l’intervallo (h , k)y scriveremo 8 , ^ ,  
Vm- [ / ]  » ?iì [ / ]  rispettivamente al posto di 8M , [ / M] , qv [ f , M],
mentre quando (j1 =  m  ometteremo m  sia come indice che come prefisso scri­
vendo, ad esempio, V [ / m] invece di Vm [ / M] e variazione invece di ^ - v a ­
riazione.

Ovviamente le quantità V [ /]  e 9 [ / ]  coincidono rispettivamente con la 
variazione classica alla Jordan e con quella generalizzata.

Siano /  ed / ^ - , / e N ,  delle funzioni a variazione limitata su M. 
Diremo che la successione { /j} ;6n è a-convergente su M ad /  se 

(a) da ogni sottosuccessione di {fj}  si può estrarre una ulteriore sottoscu- 
cessione convergente ad f  su qualche insieme H 6 J i .

Diremo invece che {fj} è ß-convergente su M ad /  se {fi} è a-conver­
gente su M ad /  e se

(*) per ogni c e  [M(s) A M(d)] D M  , c h , c 7^ k  , risulta

lim A  m (c) =  f u  (c) ,
i->+00

(**) per ogni c e M(6i5) — M(s), c f=- h , risulta

lim m (c +  o) =  f u  (c +  ó)
Ì-> + 00

e per ogni c e M(s) — c f ^ k ,  risulta

lim f jM (c —  o) =  f u  (c —  o) .
i-^ + oo

Diremo infine che {fi} è ß**-con vergente su M ad/  se sussistono la (a) e la (**).
Osserviamo che quando M è il complementare, rispetto ad un intervallo, 

di un insieme di misura nulla, la ß-convergenza si riduce alla a-convergenza, 
la quale, per M limitato in R coincide con la convergenza in misura.

3. In d ip e n d e n z a  d a l  peso  d e l l a  c o n v e r g e n z a  in  v a r ia z io n e

T e o r e m a  i . Sia  M un insieme misurabile con m  (M) =  m  (M) e siano 
f  ed f j  , j  e N, delle funzion i a variazione limitata su M con {f j} ß- convergente 
su M ad f .

Se
[/m] =  lim z/p ( f M , D) , D £

$m(D)->o
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e se

(*)

allora risulta 

(**)

V(t[ / M] =  lim V ^ A m] ,
i-> + o o

Vv [ / M] =  lim Vv [ / i)M]
i—̂ + OO

per ogni misura v =  9 °m con 9 : (h , k) R uniformemente continua e sog­
getta alla limitazione o <  X <  9 (t) <  A <  +  00, per ogni t  e (h , k).

C o r o lla r io  i . Sia  un insieme misurabile con m  (M) =  m  (M) e
siano f  ed f$ , j  e N, delle funzion i a variazione generalizzata limitata su M.

Se { f f  è ß-<convergente a d f  su M, allora condizione necessaria e sufficiente 
affinchè risulti

«Ptv [ / .  M] =  lim <Ph [ f j , M]
i-^+oo

è che

9 [ /  » M] =  lim 9 [ / , ,  M] .
Ì -» + o o

Osserviamo che, se nel Teorema 1 M si riduce ad un intervallo, la ß-conver­
tenza  si riduce alla a-convertenza e poiché in questo caso la condizione

(*) Vp, [/m] =  lim Vy, ( / M , D) , D € &M ,
8m(D)-»0

sussiste solo e quando sussiste per ogni peso, il Teorema 1 si esprime dicendo 
che la (*) è vera solo e quando è vera la (**).

Osserviamo inoltre che il Teorema 1 non sussiste se in esso si abbandona 
l’ipotesi (*), come mostra il seguente esempio.

Sia /  : R —► R una funzione nulla ovunque escluso nel punto x  =  1 e, 
per ogni fissato intero positivo j ,  sia f$ : R -* R una funzione nulla ovunque 
escluso nel punto x  =  2 nel quale poniamo f j  (2) == /  (1).

Posto infine 9 (x ) =  ;r per ogni x  e risulta:

0 =  lim z> ( / ,  D) 9= lim * ( / , D )  =  2 / ( i ) ,  D e ^ ,
8(D)—>0 S(D)—̂ 0

V [ / ] =  lim V [ / i] =  2/ ( i ) ,
j->+ OO

mentre

2 / (I) =  V , [ /]  *= _ lim V , [ /,]  =  4 / (I) ove |jl =  9 o m .
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4. Co n v e r g e n z a  in  v a r ia z io n e  e  u n if o r m e  c o n v e r g e n z a

Diremo che un insieme M c R  gode della proprietà (*) se differisce dalla 
propria chiusura al più per l’estremo superiore ed inferiore.

La proprietà (*) è equivalente alla analoga proprietà assunta in [7] dalla 
Neubrunnovà. Mediante il Teorema 1 è possibile estendere il Teorema 1 di 
[7] alla convergenza in variazione con peso.

TEOREMA 2. Siano f  ed f j  , ;  e  N , delle funzion i a variazione limitata 
su M. Sotto le ipotesi

(i) M gode della proprietà (*) ;

(2i) V ,4 /m] == lim zv ( / M , D) , D e ® M;

(3i) V , [ / M] =  lim V , [ A m] ;
i—>+00

(4Ì) f j  —> f  uniformemente su ogni compatto K c  M, 

la successione { f f  converge uniformemente su M ad f .

COROLLARIO 2. Sia  {f j} una successione di funzioni convergente (pun­
tualmente) in  (h , k) ad una funzione  / ,  continua e a variazione limitata su (h , k). 
Se sussiste V uguaglianza

V [ / ]  =■ lim V [/,.]
;?-*+oo

allora f j  —> f  uniformemente su (k , k) .

Il Corollario 2 è una generalizzazione di un noto criterio di convergenza 
uniforme del Tonelli [9].

5. Co n v e r g e n z a  in  v a r ia z io n e  g en er a l iz z a t a

E UNIFORME CONVERGENZA QUASI OVUNQUE

Diremo che una successione { f f  di funzioni è /-convergen te  ad f  su M 
se { f f  è uniformemente convergente ad f  su ogni insieme \a , ò] O M, con 
a , b e M , a <  b.

La Neubrunnovà ha mostrato in [7] che la ./-convergenza è equivalente 
alla convergenza uniforme su ogni compatto K c  M solo e quando M gode 
della proprietà (*), cosicché nel Teorema 2 è equivalente sostituire la pro­
prietà (4Ì) con la /-convergenza  su M.

Il Teorema 2 non sussiste invece se sostituiamo la convergenza in varia­
zione con la convergenza in variazione generalizzata, come mostra il seguente 
esempio. Sia /  (#) .== o per ogni a: in R, e per ogni fissato numero naturale / ,  
sia f j  (x) =  i se x  — j  ed f j  (x) =  o per ogni altro x  di R.



186 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Vol. LXIII -  Ferie 1977

Ovviamente f j  -* f  uniformemente su ogni compatto di R, ma non uni­
formemente su R, anche se la variazione generalizzata 9 [jC] della f j  converge, 
al divergere di j ,  alla variazione generalizzata <p [f]  di / .

Daltronde la convergenza in variazione generalizzata è sufficiente per 
ottenere un risultato che traduce nella classe delle funzioni sommabili quello 
che la Neubrunnovà ha stabilito in [7] nella classe delle funzioni a variazione 
limitata alla Jordan. Sussiste infatti il seguente

TEOREMA 3. Sia  M 6 ^  e siano f  ed f j  ,7 6  N, delle funzion i a variazione 
generalizzata limitata su M. Supponiamo sussistano le proprietà'.

(i) fissato comunque un intervallo \a , b\ con a , b e M , a <  b, esista 
un insieme E di misura nulla non contenente alcun punto isolato 
di M, tale che {fj} converga uniformemente su [a , b] O M — E;

(ii) 9 [ /  > M] =  lim 9 [/,• , M] .
j->+ 00

Sotto queste ipotesi {f j} converge uniformemente a d f s u  H, per qualche H in J i .

COROLLARIO 3. Siano f  ed f j  , j  £ N, delle funzioni a variazione generaliz­
zata limitata su (h , k).

Se f j  - > /  uniformemente quasi ovunque su ogni intervallo [a , ò] c: (h , k)
e se

9 [ /]  =  lim 9 [ /,]  ,
j -> + o o

allora f j  —> f  uniformemente quasi ovunque su (h , k).
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