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PASQUALE BUONOCORE, Esistenza e unicità in un semispazio, ecc. 1 9

Equazioni a derivate parziali. —  Esistenza e unicità in un semi
spazio per problemi normali relativi a sistemi quasi—ellittici t-omogenei 
con coefficienti costanti^. N ota<M) di P a s q u a l e  B u o n o c o r e ,  pre
sentata dal Socio C. M ir a n d a .

Summary. — We state an existence and uniqueness theorem for the problems in the title.

Per una classe di sistemi ellittici del tipo di Petrowsky, G. Geymonat 
[3] ha introdotto la nozione di operatore al contorno di Dirichlet e di opera
tore normale stabilendo, fra l'altro, la relativa formula di Green.

D 'altra  parte T. Bruno ha considerato (1), per i sistemi quasi-ellittici 
lineari introdotti da L. R. Volevich [9], i problemi in un semispazio verifi
canti la condizione complementare provando, fra l'altro, le maggiorazioni a 
priori delle soluzioni di essi.

Limitandomi a considerare il caso dei coefficienti costanti, ho stabilito 
per tali problemi generali le maggiorazioni a priori concernenti l'operatore 
aggiunto funzionale (Teorema 1); quindi, in riferimento ai sistemi quasi- 
ellittici che sono la naturale generalizzazione dei sistemi ellittici considerati 
in [3], ho esteso la nozione di operatore al contorno normale e, relativa
mente ad una classe di problemi per cui si ha l'unicità, ho applicato classici 
procedimenti esistenziali (cfr. [6]), dopo aver esteso la formula di Green 
(Teorema 2) e un risultato di regolarizzazione (Teorema 3).

i. -  U n sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti reali 
o complessi

(0  A (D) u i  {phj (D) Uj) , p hj ( D ) =  2  ak ) ^ a k y j =  I . - • - .N ; N e 9l (2>
{a,q)<mkj

U  ( U \  y  '  '  * y  y ^  (®1 y * * * y &i ì )  ^  9 Ï0  y

D“ = aW

*|a| ■•••a:

n
(*2= _  i) f | « |  = 2 a A;

h=1

X  (  X \  y ’ * * > X n )  G ,  C[ (< 7 i  y * * * y Çn) ^  >

(<* y ?} =  1 H-------ha  nqn ;

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per l’Analisi Funzionale e le 
sue Applicazioni del C.N.R.

(**) Pervenuta all’Accademia il 26 luglio 1977.
(1) In un lavoro che sarà presentato prossimamente per la pubblicazione su Ricerche 

di Matematica: Sistemi quasi-ellittici e classi d i Gevrey.
(2) Qui. come nel seguito, si conviene di sommare sugli indici ripetuti in una stessa 

espressione monomia, al variare degli stessi negli insiemi indicati.
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si dice quasi-ellittico con peso q e di q-ordme m se il polinomio 

P.(Ç) =  det II A i ©  li S =  © V  • •» 5n) =  ©>

è quasi-ellittico con peso q e ^-grado m {3) e se inoltre si ha:

m =  max ------- h w npn)
ß

ove ß =  (ßi , • • - , ßN) è una permutazione degli indici 1 , • • - , N.
Esistono 2 N  numeri razionali non negativi {potenziali)

t\ y • * * > % > > * * * » min Sfc o
tali che h

N

mkj <  t} — sk se t3 — sk>  o , p kj {%) =  o se t5 — sk < o  , ( 4 — sk) =  m U);

inoltre, posto:
, l P%($) se t} — sk > o

pkj (?) — ,
( o se t j  —  Sk < 0

si ha:
det II p'kj (£) Il =  P° (?) •

Supponiamo che anche nel caso n =  2 sia verificata la condizione:

(1) Per ogni E,' e — {0} risulta costante il  numero r delle radici 
t ì1“ (£') , • ••, t*  (£') con parte immaginaria positiva dell' equazione

P°(£ ', T) =  0 T 6 Ê .

Si consideri ora il sistema di operatori lineari di frontiera a coefficienti 
costanti, reali o complessi:

(2) B (D) u — {B^ (D) uj} , Bhj( D ) =  2  % D “

h :=- i , • • • j n , j  i , * * •, N •

(3) Ricordiamo che un polinomio

S
(a ,q )<m

è detto quasi-ellittico con peso q e di q-grado m se la sua q-parte principale

^ ° © =  S  «a?01
{x ,q}=m

verifica la seguente condizione:

^ 0(Ç)tÉ o VÇeSR» — {o}.

(4) Si può supporre tj >  qh perché altrimenti ci si può ricondurre ad un sistema 
con un minor numero di equazioni e di incognite.
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Supponiamo che qualunque sia h e  {i ,***,r} e j e  {i , risulti:

(3) y*hj ^  [tjlÇn */2]- (5) y

posto Gh =  min — (x^), ovviamente si ha che <  tò — ah e quindi: 
i

B/ij (D) =  2  V D * '
(a , q ) < t j ~ a h

Poniamo (£) =  Bj^ (£) e consideriamo la matrice aggiunta di || p'kj (£) ||, 
Il (£) Il ove j  =  i , • • - , N; diciamo che il sistema (2) ricopre il sistema (1) 
su d<Hr\ .=  {x e  y{n : xn =  0} se è verificata la seguente condizione:

(II)  ( C o n d iz io n e  c o m p le m e n ta r e ) .  Qualunque sia g 9P*-1 — { 0 }  
risultano linearmente indipendenti modulo ( t  — t ^) , • • •, ( t  — t *) le righe 
della matrice

il B ; . ( r , T ) ^ s ( ^ T ) i L .

Denotiamo con ü (£) la trasform ata di Fourier di u (x) e con û (£', x )̂ 
la trasform ata parziale di Fourier di u (x \ xw)- rispetto a # ' =  ( ^  , • • - , a -^ )  
introduciamo quindi alcuni noti spazi funzionali (cfr. [4], [7], [8], [11]).

Per ogni s yr e ^  con H s,r (5Rn) denotiamo lo spazio delle distribuzioni 
temperate u su tali che

(i +  (ç )v(i  +  \iyy \ü(d p e L 1^ » ) ,

( n \ J_ / n—1 \ JL
(^) =  ( E i ^ r j w .

munito della norma

Il «  llH. . ' (wi) =  (  /  C1 +  W 2) S 0  +  ( W  I »  OD I2 d s ) *
«R*

Posto 5R+=: {x e  5C : >  o}, indichiamo con (9Ìn) il sottospazio di

H 5,r (5Rn) costituito dalle distribuzioni aventi supporto contenuto in e
con Hs,r (5R+) lo spazio delle distribuzioni u su 9Î+ che sono restrizioni a 
di elementi di H s,r (9in), munito della norma

Il «  IlH«,r(9ln) =  i n f  ü U  ||HS,r(W  U  =  U SU 9Î+ .

Infine denotata con ^  (£') la trasformata di Fourier dig(x' ) ,  indichiamo 
con H 5 (9î n_1), 9Î, lo spazio delle distribuzioni temperate g  su 9P1- 1
tali che

( I  +  { ^ ' ) 2) s  I Ì ( V )  p e  L 1
munito della norma

II* =  (  /  C1 +  i W  I#  ( C  I2d r)* .
SK*-1

(5) Se t >  o, con [/]_ indichiamo il più grande intero minore di t.
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Osserviamo ora che per noti risultati l’operatore 

se  : u -> (A  (D) u , • • •, (D) u , Bj (D) u \Xn=0 , ■ ■ ■, B, (D) u |^ =0)

ove si è posto:

Pk (P) u ~  Pkj{D) Uj , Ba (D) u =  ~&h) (D) Uj ,

N N . r

è lineare e continuo da XI H*' (9Î+) in n  K Sk T O  X TI H°*-* (9T -1), ne
3=1  k = l  h = 1

segue che l’operatore aggiunto di Sg, definito dalla relazione
____ _ ___ K

[ u , &*  U ) - ( Ä , U )  , u e \ l H ^ r +) ,
3=1

U =  ( U , • . , U „  , g x • -, gr) e J l  % ^ ( 9T) x f l H - ^ +fe (ST“ 1)
k = l  +  h = l

N __ r  N
è lineare e continuo da J I  H=J* (IR») X J J  H -°Ä+fe (IR»-1) in H  H 5T (*") •

k = l  M+ h = 1 j = l  +

Vale il seguente teorema:

TEOREMA i . Se i l  sistema ( i )  è quasi—ellittico e verifica le condizioni 
( /)  e (II),  allora qualunque sia te  9Î e per ogni U =  (XJ1 , • • •, Un , gì > * * * > gì) e

N f r
e J I H r ?  (5Rn) X I J  H “ °Ä+*+^ w (SÌ71“1) sussiste la seguente limitazione'.

k = l  + h—1

iu <
n  h  )x  n  h

& = 1  k = l
*(* )

<  K ^ * U
3=1

+  *  U  '' n  H - ^ ’* - 1 (SRw)x  nk=l h=1 _ .

con K indipendente da U.

2. -  Consideriamo ora particolari sistemi quasi-ellittici a coefficienti 
costanti, analoghi ai sistemi ellittici secondo Petrowsky con unica dimensiona- 
lità t  rispetto alle funzioni incognite (nonché rispetto alle equazioni), che 
in analogia con una locuzione usata nel caso ellittico (cfr. [io]), diremo 
t-omogenei.

Precisamente il sistema (i), quasi-ellittico con peso q e di ^-ordine m, 
lo diremo t-omogeneo se

max mki =  t Vj =  1 , • • •, N ; m = t N .
• k

U n siffatto sistema ha la forma:

A (D) u =  {pkj (D) uìi ~  I 2  akfa U3 I
l  ( a ,q )< t  )

(4 ) k , j =  i N



P asq u a le  B uonocore, Esistenza e unicità in un semispazio, ecc. 23

con

P° (Ç) =  det 2 7^0 G 3ì n —  {0} ;

un sistema di potenziali è t , • • •, t , o , • • •, o ; {t\q^e $R0); porremo per como
dità t\qn =  T n . — r - '

Supporremo sempre verificata la condizione (I).
Per i sistemi ora introdotti consideriamo particolari problemi nel semi

spazio 5R+ che di seguito descriviamo.
Consideriamo un sistema

G (D) =  Il Ghj (D) Il h =  I , - - - ,  NT* ; / =

di operatori lineari di frontiera a coefficienti costanti, ove Ghj (D) ha q-grado 
<  (k — i ) qn se h — (k — 1) N +  1 , • • •, kN> k =  1 , • • •, T w . Si può porre 
G (D) =  {G* ( m h i  con

G* (D) =  Il Gw (D) \\hj — 2  f e D '(a ,q )< Q c-l)qn

j  =  i ,• • *,N ; h =  (k — i )N  +  i ,• • -, £N.

In analogia con alcune definizioni introdotte in [3], diamo le seguenti 
definizioni:

DEFINIZIONE. Diciamo che G (D ) è un operatore di Dirichlet se, posto

risulta:

Gl(D)  = 2  Shja D“
(a ,q )= (k~ l)q n IN

det G® (o , • • •, o , l n) ^  q V£„e — {o} , Vk =  i , • • • ,T * .

D e f in iz io n e . Diciamo che un operatore matriciale B (D) =
Il BÄ?- (D) \\h=ì,...,r è un operatore normale se esiste un operatore di Diri-

j =
chlet G (D) =  Il Gij(D) ||$=i,...,ntw tale che r righe della matrice G (D), prese

j = n f
in ordine opportuno, costituiscano la matrice B (D).

Osserviamo ora che dall’essere l’operatore A quasi-ellittico /-omogeneo, 
soddisfacente la condizione (I), segue che il suo aggiunto formale A* è ancora 
quasi-ellittico /-omogeneo e verifica la condizione (I) con NTn — r  al posto 
di r.

Ciò premesso, si estende ai problemi in esame la formula di Green (cfr.
[3], [5], [8]), precisamente si ha:

T eo r em a  2. Se B =  || B/^(D) ||*=1,...,r è un operatore normale ed inol-
j = = l ,  • • • ,N

tre C =  Il C^-(D)J|Ä=lf. .. ,nt^—y è un operatore di frontiera tale che {B} U {C}
j—1, • • • *,N “

è un operatore di Dirichlet, allora esistono due operatori di frontiera
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B' — Il B/ij (P) lk=i,-..,NTw-r  > C' — H Chj (D) ||â=i,...> tali che {B'} U {C'} è un 

operatore di D ir ichlet e si ha\

j ’ (Au-v — u A * v ) à x  =  j  [Cu-W v]Xn=0àx' ~  j  [Bm • C V U M=0 d x ' . 
à ” W1- 1 5RW-1

Inoltre B verifica la condizione complementare rispetto alP operatore A se 
e solo se la verifica B' rispetto al!operatore A*.

Ai sistemi della forma (4) tali che P° (o , • • o , 1) ^  o si estendono 
alcuni teoremi di regolarizzazione stabiliti in [2] e [8]; precisamente, utiliz
zando il Teorema 1, si ricava il seguente teorema:

T eorem a 3. Sia

U =  (Ux , • • •, U N , gl , • • •, gr) e U  (91» ; CN) x  f j  (K11- 1)
Ä = 1

e il  sistema quasi—ellittico t—omogeneo (4) soddisfi le condizioni (I) e (II). 
Allora se s e  91+ è tale che svlqn [V]+ 7  ̂ 1/2 (mod. 1) per v =  o , 1 , • • -, [^]+ (6),
risulta:

if*  U e H (91« ; CN) => U e H* ($R” ; CN) X J J  H -°*+*+fe« (9T - 1) .
+ h=1

I ^3. Detta z una nuova variabile reale e posto 'D =  D „ , D „ = ----- — ,
X Z Ì d zconsideriamo il sistema di equazioni differenziali

«f9 (Dx , D,) t, =  {< • (Da , D*) Vj) =  {Gpu  (D) +  e 9 8kj Di) Vj} k , j  =  I , • • •, N

ove 0 6 9Î e Sy è il simbolo di Kronecker; facciamo la seguente ipotesi:

(III). Esiste 0 tale che (D^ , D2) e quasi—ellittico t-omogeneo e soddi
sfa la\ condizione (/), inoltre i l  sistema di operatori d i frontiera

B =  | |B ^ ( D ) ||Ä=1,...,r

verifica la condizione complementare rispetto ad ê  (D^., D2) su 991+ X SR . 

Consideriamo il problema

(S) u e U l\  9f + ; e N) , P u '(P )  uà +  19^

B^- (-D) Uj |^=o Sh 

f  =  {A  , • • • , / n )  e U  (W» ; CN) , gh e (9T 7

ove X è una costante complessa.

(6) Se i* e 9t+J con [s]+ indichiamo il piu piccolo intero maggiore di s.
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Sussiste il seguente teorema di unicità:

TEOREMA 4. Se e verificata la condizione ( / / / ) ,  esiste una costante 
X0 e tale che per ogni X e (£, con | X | >  X0 ed arg X =  0, una eventuale 
soluzione del problema (5) soddisfa la limitazione:

H u Hh*(9Ç;<£:n) — ^  (il -Z7 11L2(5R»;0:n) II gh II

Infine si prova il teorema di esistenza ed unicità'.

TEOREMA 5. Se vale la condizione (III)  e {B^- (D )} è un operatore nor
male, allora esiste una costante X0 >  o tale che per ogni Xe (£, con | X | >  X0 
ed arg X =  6, il  problema (5) e univocamente risolubile qualunque siano 
f e  U  (91“ ; (£n) * gh e H 0*“ *» (9T - 1).

La dimostrazione del Teorema 4 si ottiene applicando un noto proce
dimento introdotto, per le equazioni ellittiche, da S. Agmon [1] e già uti
lizzato per le equazioni quasi-ellittiche (cfr. [2], [8]), a partire dalle formule 
di maggiorazione stabilite da T. Bruno.

Per quanto riguarda la dimostrazione del Teorema 5, si utilizzano un 
noto teorema di J. Peetre [6] e il teorema del codominio chiuso di Banach, 
ne diamo un breve cenno.

Anzitutto si osservi che per le ipotesi fatte e tenendo conto del teorema 
4, si ha che esiste Xq tale che per ogni X g 0£, con | X | X0 e arg X =  0, il 
problema (5) e il problema

(6) z , eH*(9T+ ;Ç N) , p*k (D) vh +  vk = f '} <7)

-̂*hj |:%=0 ~  Eh

/ e L H 9T+ ;G N) , ^ H ^ V 1) h =  i ,• • -, NTn — r

ammettono al più una soluzione.
Posto L =  A +  X, consideriamo l’operatore

0> : u -> &u =  (Lu , B,, u 1^.0 , • • •, Br u |,,.(j=0) BA u =  Lh} u}

che è lineare e continuo da

H* (<R+ ; (SN) in E =  L 2 ; (£N) X f i  (9T “ 1)
Ä = 1

e verifica la maggiorazione

Il «Il <  K II 9 u ||E .

(7) p*k (D) è raggiunto formale di p ^
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Per i teoremi su richiamati si ha che, assegnata F e E, Y equazione 
&u — F ha soluzione se e solo se

(F , V) =  o , VV =  (V, zeq , • • •, wr) g E ' : ^ V  =  o (8)

ove è raggiunto di 0 *.
Si vede poi che, se V e  E ' è tale che o, tenendo conto del Teorema

2 e del Teorema 3, nonché del teorema di unicità, risulta V =  o e allora 
per ogni F e E l’equazione &u =  F ammette un’unica soluzione

u e H ^ ; ( £ N) .
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