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Calcolo delle variazioni. — Sull'omogeneizzazione di un problema 
variazionale con vincoli sul gradiente . N ota((*) **> di Luciano Car­
b o n e  <***>, presentata dal Socio C. M iranda.

Summary. — We prove a compactness and representation theorem for the F-conver- 
gence of sequences of convex integral functionals of Variational Calculus with constraints 
on the gradient. We describe the limit problem for the Homogenization concerning functionals 
of such a type.

I. In [1] veniva posto un problema di omogeneizzazione del seguente 
tipo: la successione delle soluzioni dei problemi:

OO Min
weHj , I Dm(ì)

ove Du è il gradiente di u, Q è l’ipercubo unitario in R ^ / e L 1 e le aitj 
sono delle funzioni misurabili, Q-periodiche (cioè di periodo 1 in tutte le 
variabili) tali che:

A 11 I2 >  aiti (x) l i  >  X 11 I2 ,

per s —>■ o converge alla soluzione di:

(j j ) Min
weHj , I Du{x) I <  1

ove D jÇ i)jD i è l’operatore G-limite (1) della successione aitj (x/e) D i ? 
In caso negativo, essa converge ancora alla soluzione di un qualche problema

variazionale del tipo Min J  (Du) +  J > ] ?
weH0 Q Q

In [2] veniva data una risposta negativa alla prima questione tramite 
un esempio, in [3] si rispondeva, nel caso unidimensionale, positivamente 
alla seconda domanda e si descriveva esplicitamente la funzione ty.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dello GNAFA-CNR.
(**) Pervenuta all’Accademia il io  agosto 1977.

(***) Scuola Normale Superiore, Pisa.
(1) Secondo la definizione data per esempio in [7].
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In questa Nota sarà esposto un risultato, che permette di dare una risposta 
affermativa alla seconda domanda e di descrivere la funzione anche nel 
caso ^-dimensionale. Ad esso si perverrà tramite un procedimento sostan­
zialmente differente da quelli impiegati in [3].

Più precisamente, data una funzione /  da K2n a R tale che:

(1.1) O < f ( x  , z) <  M (i +  \z  |)p) ,

f i x , •) convessa, / ( • ,# ) -  Q-periodica,

ci proponiamo di provare che:

Teorema i . i .  Se f  soddisfa (1.1) ed è strettamente convessa, allora 
la successione delle soluzioni dei problemi:

(0  Min [ f  f ( x / e  , Du) +  j 'g u
u e B . I , \ D u (x) \ < 1 ÿ  q ■

converge uniformemente alla unica soluzione del problema'.

J ̂  (Du) +  j  gu
Q Q

per ogni g  e L 1 (Q), ove

(1.2) ^ (S) =  Min f  / O  >D») >
I  Du = Ç,|Du(a:)| <1 ^
Q Dm Q-periodico

e i valori m infm i convergono al valor minimo.

La dimostrazione utilizza procedimenti tipici della T-convergenza intro­
dotta in [4]. Sarà infatti stabilito un teorema di compattezza e rappresen­
tazione per successioni di integrali convessi del Calcolo delle Variazioni con 
vincoli sul gradiente rispetto alla T-convergenza.

Desidero ringraziare il prof. E. De Giorgi per le utili discussioni sull’ar­
gomento.

2. Ricordiamo la definizione di F-lim ite data in [5].
Se X è un insieme e d  una distanza estesa (2) su X , (S , t)  uno spazio 

topologico, per ogni F  : S x X  -> R  =  R U  {— 00 , -f- 00} poniamo per

{a) Min
t t -L

(2) Cioè un’applicazione di X x X  in [a, +  00] simmetrica tale che d  (x , x) — o, e 
d  (x , y)  <  d  (x , z) +  d  (z , y).  '
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Çs0 ) #0) € S X X :

r  (S- , d~) lim F (s , x) =  Sup Sup Inf Inf F , x)
S-+SQ U e f N  T ^(»o) seT æeU

T (S+ , dr) lim F (s , x) =  
s->s0%—>Xq

Sup Inf Sup Inf F (s , #) ,
Ue^(«o) T€t(«o) «eT æeU

ove %f(x0) denota la famiglia degli intorni aperti di x 0 in ( X , d) , t ( j 0) quella 
di s0 in (S , t).

Se in (.s*o, #0) si verifica:

r (S-, d - ) lim F (s , *) =  r (S+, d-) lim F (j , x) ,
æ-»a;o æ->æo

il loro valore comune si indica con:

(2.1) F  (i-0 , x 0) =  T (S , af~) lim F (s , x ) .
»“>»0
z~+x0

Dalla Prop. 3.1 di [4] segue che (2.1) equivale per S =  N  , F  (h , x) =  Fft (*), 
F (00, at) =  F (x):

(m) Vxh - ^ x 0 F (x0) <  lim' FÂ (xR) ,
h

(mm) l x h ->• x 0 tale che F (x0) =  lim Fh (xk) .
h

Indichiamo con A p n l’insieme degli aperti limitati di Rn e con Lip (Rw) — Lip 
l’insieme delle funzioni lipschitziane su ogni compatto di Rn.

Pçr ogni O e Ap n> denoteremo con C° (Q) la distanza estesa:

( ^ , y ) e L 1x L 1 ^  Sup I u (oc) — v (oc) | ,
æeQ

con Cq (Q) la distanza estesa:

( Sup I u (x )  — v (x) I se supp (u — v) C  ^
( ^ ^ g D x L 1 ^

( +  00 altrim enti.

Prendiamo in considerazione successioni di funzioni f h (x , z)r soddisfacenti 
le condizioni seguenti:

(2.2) O <  f h (x , z) <> M (1 +  I z  |)P) 

fh ( x  j •) convessa \/x  e R n .
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Definiamo per ogni u e L 1 :

J  f h (x , Du) se u g Lip e | Du (x) | <  m e R+
Fh (u , £2)

-j- oo altrim enti.
Sussiste il

Lemma 2.1. Se f h verifica (2.2), per ogni.Kpn e ogni u e  C1 per cui esistono 
tutti i lim iti si ha\

r  (N , C° (Q)-) lim FÄ (£2 ,«/)== T (N , C°0 (Q)~) lim F Ä (£2) , v)
h-> 00 A-> 00
v->u v->u

e ancora il

Teorema 2.2. Se fu  verifica (2.2), allora esistono hY ed una funzione  
f i  verificante (2.2) per \ z \ < m  e identicamente +  00 altrimenti, tali che 
\ f£ ìe A p n e \ f u e C 1:

[ f i x  , Du) =  r (N , C°0 (O)-) lim FÄr (£2 , v) =
J T~>00

=  r ( N , C » ( 0 ) - ) l i m F 4r( Ù f t ;).
r~> 00 
v~^u

3. Poniamo per ogni ^ e L 1 :

J f ( x / z , D u )  se « e L i p  e | D& W l < !  
a

( +  00 altrim enti.
Si ha:

Fs (£2 y u) — 1 o

Lemma 3.1. Se f  soddisfa (1.1), allora per ogni u e C 1 e per ogni D e  A p n\ 

T (R , C0 (£2)“) lim F s (Q , v) =  f (Du) ,
s—>0 J

n

ove è la funzione convessa sx .i. definita dalla relazione (1.2).
Tale funzione è strettamente convessa, se lo è f .
Infine si ha:

Lemma 3.2. Se f  soddisfa (1.1) allora \fu  6 u p  e 'jQ .e h p n si ha\ 

r  (R , C0 (0)~) lim Fs (£2 , v) — T (R , C° (Q)-) lim Fs (£2 , v) =
s->0v->u £->0

v->u

— F (Q , u) == J  (Du) .
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Dal Lemma 3.2, tram ite le condizioni equivalenti (m) ed (mm) segue 
subito il Teorema 1.1. Infatti se uZh è una successione di soluzioni di (V),

essa è precompatta rispetto a C°. Sia ü un suo limite; si avrà ^passando a

sottoestratte ed osservando che se vh —> v in C° allora  ̂vhg  -> j  vgj per [m)\
Q a

lim' [ F„  (Q , ueA) +  J gueij  >: F (Q , ?7) -I- f gù .
Q <i

D ’altro canto, per (mm), esiste una successione u%k convergente in 0° 
ad u 9 ove u è l’unico punto di minimo di (it), per cui:

F (Q , u) +  J gu =  lim (Q , uH) +  J guf\̂ >

>  lim ' (Q , +  J  gu&hI >  F (Q , u) +  gu .

Da ciò si deduce:

F (Q , ii) +  J  gü =  F (Q , u) +  J gu  , ü  =  u  ,
Q Q

Fs/l (Q ,«,*) +  f  guSh I  =  F (Q , u) +  j  g u .

Le dimostrazioni dei precedenti risultati appariranno in un lavoro di 
prossima pubblicazione.
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