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Calcolo delle variazioni. — Swu/l’omogencizzazione di un problema
variazionale con vincoli sul gradiente®™. Nota™) di Luciano Car-
BONE ™™, presentata dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We prove a compactness and representation theorem for the I'-conver-
gence of sequences of convex integral functionals of Variational Calculus with constraints
on the gradient. We describe the limit problem for the Homogenization concerning functionals
of such a type.

1. In [1] veniva posto un problema di omogeneizzazione del seguente
tipo: la successione delle soluzioni dei problemi:

© Min [ f G5 (E[E) g,y + f fu]
Q Q

ueHé , | Du(@)| <1

ove Dz & il gradiente di %, Q & l'ipercubo unitario in R” feL! e le a;;
sono delle funzioni misurabili, Q—periodiche (cioé di periodo 1 in tutte le
variabili) tali che:

AEPR=a;(0)EE =1]E]R,

per € — o converge alla soluzione di:

e Min [ f Ti.j o, Ug; +f f”]
Q

ueH;,[Du(x)lsl

ove Djg¢;;D,; & l'operatore G-limite ' della successione D; a; ; (x/e) D,;?
In caso negativo, essa converge ancora alla soluzione di un qualche problema

variazionale del tipo Min [ f ¢y Dun) + f fu]?
ueH(I) Q 3
In {2] veniva data una risposta negativa alla prima questione tramite
un esempio, in [3] si rispondeva, nel caso unidimensionale, positivamente
alla seconda domanda e si descriveva esplicitamente la funzione ¢.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dello GNAFA-CNR.
(**) Pervenuta all’Accademia il 10 agosto 1977.
(***) Scuola Normale Superiore, Pisa.

(1) Secondo la definizione data per esempio in [7].
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In questa Nota sara esposto un risultato, che permette di dare una risposta
affermativa alla seconda domanda e di descrivere la funzione ¢ anche nel
caso #-dimensionale. Ad esso si perverrd tramite un procedimento sostan-
zialmente differente da quelli impiegati in [3].

Pili precisamente, data una funzione f da R* a R tale che:

(1.1) o< flx, ) <M+ 2],

f(x, ) convessa, f(-,2) Q-periodica,

ci proponiamo di provare che:

TEOREMA 1.1. Se f soddisfa (1.1) ed ¢ strettamente convessa, allova
la successione delle soluzioni dei problems:

@ win | f £ (ale . Du) + f o]

ueHl,IDu(x)|<1

converge uniformemente alle unica soluzione del problema:

() Min [fq;(Du)—l—[gu]
Q Q

ueH(l)
per ogni g€ L1(Q), ove

(1.2 b®= f £, Du),
[ Du—E, |Du(x)| <1
Q Du Q—pfbrlodlco

e i valori minimi convergono al wvalor minimo.

La dimostrazione utilizza procedimenti tipici della I'-convergenza intro-
dotta in [4]. Sara infatti stabilito un teorema di compattezza ¢ rappresen-
tazione per successioni di integrali convessi del Calcolo delle Variazioni con
vincoli sul gradiente rispetto alla I'-convergenza.

Desidero ringraziare il prof E. De Giorgi per le utili discussioni sull’ar-
gomento.

2. Ricordiamo la definizione di I'-limite data in [35].

‘Se X & un insieme e & una distanza estesa ® su X, (S, 7) uno spazio
topologico, per ogni F:SXX —>R = RU{—oco, 4 oo} poniamo per

(2) Ciot un’applicazione di XXX in [0, 4 oo] simmetrica tale che d(x,%) =0, e
d(x,y) <d(x,2) +d(z,). ‘
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(S0, %) ESXX:

[(S,d) lim F(s,x) = Sup Sup Inf Inf F(s,x)
s—> 3¢ Ue o) Ter(sg) seT xeU
T—>Zg

[ (S*,d-) lim F(s,z)= Sup Inf Sup Inf F(s,x),
$->8g : Ue@p) Tet(sq) seT zeU
T—=>Z9

ove % (x,) denota la famiglia degli intorni aperti di x, in (X, d), 7(so) quella
di s in (S, 7).

Se in (s¢,%y) si verifica:

' (S-, d-) lim F(s,x) =TI (8% d°) lim F (s, %),
7ty iy

il loro wvalore comune si indica con:

(2.1) F (s, %) = I'(S,4-) lim F (s, ).
3-—)80
z—>z0

Dalla Prop. 3.1 di [4] segue che (2.1) equivale per S = N, F (%, x) = F; (),
F (c0,x) = F (x): )

(m) YV = %, F (xo) < lim" Fs (%),
h

(mm) Ix, — x, tale che F (x,) = Ii’rln Fy (x3) .

Indichiamo con Ap, l'insieme degli aperti limitati di R® e con Lip (R®) = Lip
I'insieme delle funzioni lipschitziane su ogni compatto di R™.
Per ogni Q € Ap, denoteremo con C°(Q) la distanza estesa:

(#,v) e LAXL! - Sup | % (x) —v (%) |,
zeQd :

con Cj (Q) la distanza estesa:

g Sup | (x) —v(x)| se supp (x—v) EQ
(,v) e L1XL1 — ! =<0
-+ oo altrimenti .

Prendiamo in considerazione successioni di funzioni f;, (, 2), soddisfacenti
le condizioni seguenti:

(2.2) o< FHx, )< M(+|2)H,

Ju(x, ) convessa Vx € R”.
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Definiamo per ogni z# €L?:

: ffh(x,Du) se ue€lip e |Du(x)|<meRt
Fplu, Q) =<0

-+ oo altrimenti .
Sussiste il

LEMMA 2.1. Sef, verifica (2.2), per ogni Ap, e ogni ue Ct per cui esistono
tutti i limiti si ha:

' (N, C°(Q)) lim Fj (Q, ) = T (N, C2(Q)) lim F(Q), 2)
h—>o00 h—>o0

e ancora il

TEOREMA 2.2. Se¢ f;, verifica (2.2), allora esistono %, ed una funszione

fo verificante (2.2) per |z|<m e identicamente + oo altrimenti, tali che
VQeAp, ¢e YueCh

[ 16,00 =T N, @) tim By, @, ) =
Q

>0
V=>u

=T (N,C°(Q)) lim F, (Q, 7).

3. Poniamo per ogni z€L?!:

Sff(x/e,D@ se ueLip e |Du(x)|<1
Fo(Q,u)= 1%

( + oo altrimenti .
Si ha:

LEMMA 3.1. Se f soddisfa (1.1), allora per ogni ue C* e per ogni Qe Ap,:

LR, C@)) m Fo@,0) = [ 0w,
v>U I'e)

ove § & la funzione convessa s.c.i. definita dally yelazione (1.2).
Tale funzione é strettamente convessa, se [, e £

Infine si ha:

LEMMA 3.2. Se f soddisfa (1.1) allora Yu e Lip ¢ YQ eAp, si ha:
T®,C3 () lim F (Q,0) =T R, Co(Q)) lim F. (Q,0) =

e—>0

o> VU

=FQ, = Qp(Du).
J
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Dal Lemma 3.2, tramite le condizioni equivalenti (#) ed (mm) segue
subito il Teorema 1.1. Infatti se #,, & una successione di soluzioni di (7),

essa & precompatta rispetto a C° Sia # un suo limite; si avrd (passando a

sottoestratte ed osservando che se v, — v in C° allora { Up g — fvg) per (m):
o

Q Q

lim’ [Fsh Q, 2., + fguah] >F@Q,a)+ f gi .
Q Q

D’altro canto, per (mm), esiste una successione #, convergente in Co
ad #, ove % & I'unico punto di minimo di (4¢), per cui:

FQ.9+ [ gu—tim[F, @ )+ I
Q Q

= tim' [F,, (@, 50 + [ qu| 2R @2+ g5
J &l

Da cid si deduce:

F<Q,ﬂ>+fgﬁ=F<Q,u>+fgu, =,
Q Q

im [Py Q)+ [ g, | = F @+ [ gu
Q

Q

Le dimostrazioni dei precedenti risultati appariranno in un lavoro di
prossima pubblicazione. ’
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