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Meccanica, — Swug/i stati di strato limite net gusci. Nota di F'ranco
ALGOSTINO ), presentata " dal Socio P. Cicara.

SUMMARY. — Asymptotic approach is used to investigate stress states in shclls whose
length of variation in terms of one coordinate is small as thickness. In addition to known

systems for boundary layer states, a set of eight equations apt to represent load, not edge
effects, is found.

INTRODUZIONE

La teoria delle strutture a guscio fondata sull’ipotesi di conservazione
delle normali conduce ad un sistema differenziale di ottavo ordine. La trat-
tazione asintotica, che di quellipotesi non si vale, porta a distinguere varie
classi di soluzioni: pero, anche, per questa via, quando si tralascino gli stati
di tensione con indice di variazione 1 (secondo la denominazione di Golden-
veizer), i sistemi differenziali che intervengono nella costruzione dello stato
risultante, complessivamente raggiungono l'ordine 8. Alla stessa conclusione
si arriva per il guscio piatto e, in particolare, per la parete piana, ove si associno
gli stati estensionali e quelli flessionali.

A completare I’esame della situazione al contorno vanno considerati gli
stati di indice 1, detti di strato limite. Per la piastra alcuni tipi di questi stati
vennero individuati da Reissner [1] e da Friedericks e Dressler [2] e per il
guscio cilindrico da Reiss [3]. Per la struttura a guscio generica si distinguono
4 tipi di tali soluzioni [4]}. Nella trattazione bidimensionale essi sono retti
da un sistema differenziale di dimensioni infinite. Peraltro, per via asintotica,
la risoluzione ¢ ricondotta all’esame di un problema tridimensionale assai
semplice: su questa base di prima approssimazione si determinano facilmente
i caratteri essenziali di questi stati.

Nella formulazione menzionata, introdotto il parametro 3, rapporto fra
lo spessore % e una lunghezza L di riferimento, per ciascun tipo di soluzione
si ha una classificazione delle incognite, data dagli esponenti . delle potenze °
di & che, per 8 — o, definiscono gli ordini di grandezza della variabili V, com-
ponenti di spostamento e di tensione. Secondo quanto suggerito da Cicala [5]
tali classificazioni possono trovarsi introducendo termini noti unitari nel
sistema di equazioni algebriche che dalle differenziali si ottengono trattando
le derivazioni rispetto alle coordinate come fattori di prestabilito ordine di
grandezza. Cosi, dalla matrice [A] dei coefficienti del sistema si passa alla
matrice [@] che ne contiene gli esponenti sulla base 8: da questa, con l'uso
del programma. di calcolo della Nota [6], si ottiene la matrice | @] degli esponenti

(*) Politecnico di Torino.
(*¥¥*) Nella seduta del 23 giugno 1977,



792 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LXII — giugno 1977

i per gli elementi della matrice [A]~*. I tipi di soluzioni sono tanti quanti i
gruppi di colonne uguali nella matrice [4]. Le corrispondenti equazioni, ridotte
ai termini fondamentali, formano, per ciascun gruppo un sistema « parziale »,
atto al calcolo di prima approssimazione di altrettante incognite. Tali concetti
sono qui adoperati per lo studio degli stati di tensione con indice di variazione
1 secondo un sistema di linee coordinate sulla superficie media e zero sulle
traiettorie ortogonali.

STRUTTURA DELLA MATRICE D’ESPONENTI DEL SISTEMA

Si consideri una parete piana riferita alle coordinate cartesiane ortogonali
£, &, C: { corra normalmente al piano medio, da — /%/2 a %/2. 1l materiale
sia elastico, omogeneo e isotropo con modulo tangenziale G e coefficiente di
Poisson v. Siano /Au, , Zuy , hug le componenti di spostamento secondo 1 tre
assi, Go;; le componenti di tensione. Indicando con 9;, 3,, 2; le derivazioni
rispetto alle coordinate, si scrivono le equazioni di equilibrio in assenza di

carichi

(1) G0y + %oy A 505 =0,
(2) IO+ %6y F 50 =0,
() 9 615 + 93 03 ’}" 93633 =0

e le relazioni di elasticita, aggruppate come segue

€)) Gy — VO — V033 = 22 (1 + V) 9 2,
(s) Gy —— VO — V633 = 2 2 (1 + V) 92’z¢2 ,
(6) G1a = A2 uy + A3, 14

) Gy = A9 uy + A3y ,

(8) Gy = hdy 15 + Fe3y 10y

9) Gg3 — V6., — VO = 2 4 (1 -+ V) g uy.

Le nove variabili vengono sviluppate in serie di Legendre

(10) V=2Vi; g

essendo V,.; funzione di &, %, e {; il polinomio P; di argomento 2 /4.
Si considerano le soluzioni per le quali e

(11) /v, VaVih ; 9,V aV/L

indicandosi con a leguaglianza di ordini di grandezza.
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Si indica con (E,;); 'equazione
(12) Ja—tawa=o
b , ,

essendo (1) Pespressione a primo membro della (1) e integrazione essendo
estesa da — 4/2 a A[2. Poiché /4 si suppone costarte, tenendo conto delle pro-
prietd dei polinomi P e limitandosi ad indicare gli ordini di grandezza dei
coefficienti dei vari termini, incluse le derivazioni, si trova che la (12) si tra-
duce in una relazione del tipo '

(13) (G155 Or-j-2 » O13-5-1) 3 + (612.5 » iz j-2) d=o0.

La fig. 1, ricavata dal Rif. 5, contiene gli esponenti p. per i coefficienti
del sistema caratterizzato dalle (11), per un guscio generico riferito a coordi-
nate ortogonali sulla superficie media . La terna di righe con E; sulla testata
si riferisce alle equazioni ottenute mediante la trasformazione (12) dalle con-
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(1) I termini nulli (@ = oo0) sono segnati con un punto.
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dizioni d’equilibrio corrispondenti alle (1)~(3). 1 wvalori p relativi alle com-
ponenti di tensione analoghe a 6y;.;, 63.;, 635.; stanno nelle colonne sotto S,
quelli per 6y3.;, Ga3.5 , 033.; nelle colonne T,. Nella prima riga delle E,; si ritro-
vano i termini della (13) insieme con i molti che la curvatura della parete vi
introduce. Si noti che per j =o0,1,2 i polinomi a fattore sono ridotti a
%o, Ly, G nell'integrazione relativa a o, si tenga presente che questa tensione
si annulla per { = 4 %/2.

Dalle (4)-(6), moltiplicando per {;/4 e integrando nello spessore si rica-
vano le relazioni del gruppo I;: cosi per la (I,); si ha

(I4> (511-j y Oo2.j s Oazjy %1.5) ¥ =o0.

I valori di p. relativi alle componenti di spostamento #;.;, #,.;, #;.; sono
riportati nelle colonne U;. Le equazioni della terna N; sono ottenute per inte-
grazione delle eguaglianze (7)-(9) moltiplicate per §; —&;.,. Si ha cosi
per l'equazione (N,);

: 0
(15) (618.5 » Ou3.jun s U3 jia » Uy.jyr) O = O .

Osservando nella fig. 1 i blocchi 9X9 lungo la diagonale se ne nota la
formazione ripetitiva a partire dal 7° elemento diagonale. Per le sottomatrici
adiacenti, la ripetizione si presenta da posizioni sempre pit avanzate al cre-
scere della distanza dalla diagonale.

LA MATRICE D’ESPONENTI PER LA RECIPROCA DEL SISTEMA

La fig. 2 mostra la trasposta della matrice [@], modificata mediante ag-
gruppamento di righe e colonne uguali. Ciascuna delle prime 8 righe corrisponde
all’equazione indicata a sinistra. Le ultime 4 corrispondono a gruppi infiniti

91,0 %2,0 %13.0 %11.1 M1.0 Mo,0 a0 ¥1,1 O Giz Gor Goo

(By)g | O 1 1 1 0 1 1 1 11 0 1
(g | 1 0 1 1 1 0 1 1 1T 2 1 1
(Eg)g | 1 1 0 0 1 1 0 0 11 1 0
(E))y | 1 1 2 0 1 1 0 0 1T 1 1 0
(I))y | 2 2 2 2 0 1 1 1 1 2 1 2
(I3)g | 2 2 2 2 1 Y 1 1 12 1 2
(W)g | 2 2 2 2 1 1 9 2 1T 2 12
(13), | 2 2 2 2 1 1 0 0 11 1 1
Eyy 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 1
Ey, 2 2 2 1 1 2 1 1 1T 0 1 1
E,y 1 1 1 1 0 1 " 1 11 0 1
E,, 2 2 2 1 1 1 0 0 1 1 1 0

Fig. 2.
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di equazioni, e precisamente: E,, rappresenta le equazioni (Ny);, (Eu)j ,
(I3),41 per j = o pari, Ey; le anzidette equazioni per j > 1 dispari, Ey le equa-
zioni (L), , (Ng);, (Eg)jrs » W15 (Ejra, (I)),40 pery = o pari, Ey, le medesime
per 7 > 1 dispari. Nelle colonne sono segnati gli esponenti di ordine di grandezza
per le variabili: nelle prime 8 per le variabili scritte in alto. Seguono i gruppi
di incognite:

Os3.5 » #g.j41 Oz = Gy per j =>o pari, =G, per j=1 dispari

O22-5 5 03355 135415 Os3j+1> #1542 s Or1- 542 = Gy per j=o pari,

= Gy per j = 1 dispari.

I valori p sottolineati indicano la composizione dei sistemi parziali.

Nella fig. 1 sotto la punteggiata € segnata la classificazione della riga E,,
di Aig. 2. Sono distinti con circolo i termini fondamentali di ciascuna equazione
e con segno speciale quelli del sistema parziale. Si riconosce che questi corri-
spondono mediante trasformazioni del tipo (12) al sistema

) — 2 J— J— )
(16) 96, =-—9363 , Op=~h0u, , Gy=~"dGu

che sono le equazioni (2), (6), (8), ridotte in base alla classificazione. E noto
che uno stato di tensione di questo tipo nasce dall’applicazione sull’orlo &,=
= costante di momenti di torsione M,, e sforzi taglianti trasversali Q, com-
binati in modo da annullare il taglio di Kirchhoff Q, 4 3, M,,.

Allo stesso sistema (16), risultante nell’equazione (&f - &3) 6,3 = 0 con-
duce il sistema parziale delle E;,, che rappresenta stati simmetrici rispetto al
piano { = o, rispetto al quale quelli delle E;; sono antimetrici.

E anche noto che i sistemi parziali E,,, relativo a stati simmetrici, e E,,,
relativo ad antimetrici, si esprimono nelle equazioni

36y = —9306,3 , Oy~ V0p — V033 =2 (1-tV) 40,2, , Goy— VG — Va3 =0
(17)
0,615 = —4 03043 , Og3— VOyy — VO =2 (1+V) hd325 , 015 = hd  uy+h23 n,

che sono le (1), ), (5), (3), (9), (7) ridotte: l'equazione risultante pud
scriversi

(‘7? + 9;:)2 G33 = O .

I sistemi parziali relativi alle prime 8 righe di fig. 2 si riducono, ciascuno,
ad un’equazione in una delle variabili segnate in alto. Cosi la (E,), assume
la forma

(18) . a1 0‘12‘0 ’{" gz = 0

_essendo ¢, il carico nella direzione &,, costante secondo { e rapidamente varia-
bile in funzione di &;. Analogamente, col termine di carico in (I;),, questa
assume la forma

(1r9) O Ug.g - dy = 0

essendo d, una dislocazione di scorrimento avente gli stessi caratteri di g,.
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CONCLUSIONI

L’esame dei sistemi parziali di equazioni differenziali, rivelati dal pro-
cedimento asintotico, ha confermato i risultati di precedenti indagini. In
aggiunta si ¢ trovata una chiara delimitazione dei gruppi di incognite ed equa-
zioni per le soluzioni di strato limite. E risultato infatti che 8 equazioni si
staccano nettamente dai successivi sistemi infiniti, con una propria classi-
ficazione delle variabili. Le incognite che separatamente appaiono in queste
equazioni rappresentano, nella forma adimensionale qui adottata, le 4 carat-
teristiche di sollecitazione e le 4 di spostamento che entrano nelle condizioni
al contorno per il sistema di 8° ordine che governa le altre classi di soluzioni.
Queste equazioni, aventi la forma delle (18), {19), non forniscono soluzioni
omogenee atte a rappresentare gli effetti di orlo: la serie degli stati di strato
limite che, in prima approssimazione, si ricava dai sistemi (16) e (17) va com-
pletata con P'aggiunta degli stati che piti profondamente penetrano nella parete,
retti da sistemi di ottavo ordine nel loro complesso.
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