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Calcolo delle variazioni. — (n feorema di compattezza per la
[—convergenza di funzionalt non coercitivi ™. Nota di Lucrano Car-
BONE *” e CARLO SBORDONE ™, presentata ¢*) dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — We prove a compactnéss and representation theorem for the I'~conver-
gence of sequences of convex integral functionals of Variational Calculus, which are not coer-
cive and satisfy non-uniform boundedness assumptions.

1. Recentemente E. De Giorgi ha considerato una nuova nozione di con-
vergenza per successioni di funzionali della forma:

(1.1) Fu(@,5) = [ /i, Di o we C1 (R
O

con Q aperto di R* e f, (x‘, y, %) verificanti le condizioni tipo «area»
lz[<AE.y,2) <s+|y|+]2])
1@, y,8)—hAE. ) <s(y—5'|+1s—25)

dimostrando in [3] il seguente teorema:

(1.2)

TEOREMA 1.1. Se f, é una successione di funzioni verificanti le condizioni
(1.2), allora esistono (h;) ed f verificante (1.2), tali che per ogni Q aperto limi-
tato di R™

@ %Tﬂ—> u, t,,ueC'= [f(x,u,Du) Slim’thr (x; %,,Du,)
. : r
Q !

(i) VueC'3w,eC' taki che w,—ueCy(Q),w,~>u in C°(Q) e
J.f(x,u,Du)=limffhr(x,wr,Dwr).
Q !

A

Tale risultato & stato generalizzato in [7] per funzionali del tipo (1.1)
con f, integrando tale che /3 verifica (1.2), p = 1.

Successivamente, prendendo spunto dalla problematica della teoria dello
strato limite del tipo conduttanza o resistenza infinita (cfr. [6]), si sono
sviluppate alcune ricerche tese ad eliminare Pipotesi di coercirivith e ad
indebolire quella di crescenza controllata in (1.2).

Nel caso p = 2 alcuni risultati sono stati ottenuti da P. Marcellini e
C. Sbordone [5], da E. De Giorgi (Corso tenuto alla Scuola Normale Superiore

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A.-C.N.R.

(**%) Scuola Normale Superiore, Pisa.
(*¥%%y TIstituto Matematico « R. Caccioppoli», Universita di Napoli.
(***%) Nella seduta del 23 giugno 1977.
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di Pisa nell’anno 197576, cfr. [1]), ¢, per = 1 daM. Carriero e E. Pascali [2].
In questo filone di ricerche si inseriscono i risultati esposti nella presente
Nota.
Prendiamo in considerazione successioni f, (x , 2) di funzioni reali misu-
rabili in R™ verificanti le condizioni seguenti:

(1.3) 0</filx,2) <gp@® @ +|z])
(1.4) ]fhl/p(x 2) — i (x,2) | < gi? (x) lz—2"| Vz,z € R
(1.3) fr(x, ) convessa Vxe R”

ove p > 1 e g, & una successione di classe L] .(R") a integrali equilimitati
ed equiassolutamente continui.

Dimostriamo tra Paltro il

TEOREMA 1.2. Se f, verifica (1.3), (1.4), (1.5), allora esistono (k) e f(x , 2)
verificante (1.3), (1.4), (1.5) (per una opportuna g) tale che VQ aperto limitato
di R* valgono (i) e (ii).

Tale risultato viene provato facendo uso della teoria della I'-conver-
genza.

Osserviamo che se si rinuncia all'ipotesi di equiassoluta continuita, per
una successione f, (x, £) si puo verificare (cfr. gli esempi del § 3) che esiste,
per ogni #€ C', una successione #,€ C' convergente ad # in L' (Q) tale che
Vw,€ C' soddisfacente alle condizioni

w, —ue Cy (Q) e w, —»u in CO°(Q)
risulta

lim"’ f fo, (x, Do) < lim’ f £, (=, Daw,) .

Q Q

OSSERVAZIONE. La (1.5) & superflua ai fini della validita del Teorema 1.2,

se f, verifica 0 <fy (x,2) < g (#) + | 2]?, grazie al Coroll. 3,5 del Cap. X
di [8].

2. Se X & un insieme e 4 una distanza estesa‘” su X, per ogni succes-
sione F,: X >R = R U {00, + oo}, poniamo per x,e X

TN, AT ) llm F, (x) = sup lim’ mf F,

UeWag h
x—)xo

C(N*,47) lim F, () = sup lim” mf F,,
h— o0 Ue@/(:ro) h
$—~>$0

ove U (x,) denota la famiglia degli intorni aperti di x4 in (X, d), (cfr. [1]).

(1) Cio&¢ un’applicazione di X xX — [0, 4 co] verificante le condmonl d(x,x) =o0,
dx,y) =d(y,x), d@x,y) <d(x,2) +d(z,).
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Se in x, si verifica
I'(N-,d") lim F, () = T'(N*,d") lim F, (x)
e e
il loro valore comune si indicherd con
(z.1) F(xg=T(N,d) lim F, ().
-
Ricordiamo (cfr. prop. 3.1 di [4]) che (2.1) equivale a dire

() Vx> = F (x9) < lim’ Fy ()
)
45) Fxn — %o tale che F (xy) = lim F,(x;).
h

Cominciamo con ’enunciare il seguente

LEMMA 2.1. Se f, verifica (1.3), (1.4), allora posto per ue Cle ¥Qe Ap, @:
(2.2 B @) = [y, D)
!

$t ha Vu ,ve Ct

0 SFy(@,1) < [ g1 dx (sup (i + | Du (P
Q .

IFP@, 0 — @, 0l <)/ [gdr (up |Du ) —Do ().
. ze2
Q

Per ogni Qe Ap, si possono introdurre diverse distanze o distanze estese

su CY(R") = C% con abuso di notazione indicheremo con C°(Q) la distanza

(u,v)e CtxCt — sup [ (x) —v (x) ],

con Cg (Q) la distanza estesa

L sug]u(x)——v(x)‘ se supp (#u —v)CCQ
(,v)C xXC —( °¢
+ oo altrimenti,

con I7 (Q) la listanza

(#,v)e C1XCt > ({ |2 (%) —v (@) dxylp

Q

(2) Con Ap, indichiamo l'insieme degli aperti limitati di R™.
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e infine con Lf (Q) la distanza estesa

\1/p

(u,U)GCIXCI ___)\ (Qf‘% (x) —v(x) lpdx) se supp (# —2) CC Q

+ oo altrimenti.

Se dg e dg sono due distanze (estese) su C', un problema che ¢& stato con-
siderato & quello di vedere se si verifica 'uguaglianza:

vueC' T(N,dy) lim F,(Q,0) =T (N,dy) lim F,(Q,0),
h—> o h~> oo
V>U V> U

ove F, sono i funzionali definiti da (2.2).

In particolare in [5] si da un esempio in cui
TN, Lo(@)7) #T (N, L1(Q)7).
Sussiste a tale scopo la seguente assai utile

PROPOSIZIONE 2.2 Se F, verificano (1.3), (1.4), (1.3), (2.2), st ha per ogni
ue Cl ¢ per ogni Qe Ap, per cui esistono tutti i limiti:

T(N,C°(Q)™) lim F,(Q,v) =T (N,C(Q)) lim F,(Q,2) =
h— oo h—> o0

= TN, I2(Q)) lim F,(Q,2) = T (N, 12 (Q)") lim F,(Q, )
h—> o0 h— oo
V> U . v—=>Uu

per ogni p = 1.
Allo scopo di pervenire alla dimostrazione del teorema 1.2 utile & la
seguente

PROPOSIZIONE 2.3. Se F,, verifica (1.3), (1.4), (2.2), allora esistono (h,)
e ¢ (x,2) tale che VQe Ap,, ue C?

[cp(x,Du)zlithr(Q,u)
.Q r.

Dai risultati precedenti si ricava il

TEOREMA 2.4. Se F, wverifica (1.3), (1.4), (1.8), (2.2), allora esistono (k,)
e f(x,2) verificante (1.3), (1.4), (1.5) tali che VQe€ Ap, ¢ Vue C!

77— 00 r—> 00
v—>U v—=>u

[ £, Dw) = T (¥, 3@ tim By, (@, 0) = TN, L@ lim F,, (@, 9).
Q

Dal Teorema 2.4, tenendo conto dell’equivalenza tra la (2.1) e le condi-
zioni (j), (jj) si ricava il Teorema 1.2.
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3. Consideriamo la successione C, di aperti di R® definiti da
Ch={(x,yv,9e R3: 2 -2 < 1]k}

e definiamo, (cfr. anche [5]),
}12 (x 'V 2) € Ck

I <x WV 3) ¢ Ch .
Poniamo per Qe Ap; e e C'(R?)

ah(xrys'z):

Fr(Q, ) :f“h(x’y’@ | D dx dy dz .
Q
Esempio. Sia Q= {(x,y,2)e R®: 22 -2 <1, |2z| <1}; allora esiste
£ > o, tale che Yu#e C?
2

[lDulzdxdydz—{—faf 2_2‘(0,0,2) dz =T (N,C*(Q)") lim F, (Q, o)
. h—>o0
Q [ V—>U

ove v = {(x,y,2)e R®:x =y =o0,|2z| < 1}; mentre Vue C'

[]Du Pdrdyds =T (N,LY(Q)7) lim F,(Q,2).
2 e
Infine, posto. -
F(Q,u) =T (N"C° (Q)—>hlim F,(Q,v)

v—=>u

QeAp, > F(Q,n)

si ha che

non & la traccia su Ap, di una misura, in quanto non & numerabilmente
additiva. :

Leé dimostrazioni dei precedenti risultati appariranno in un lavoro di
prossima pubblicazione. ~
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