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Algebra. — Réseaux modulaires infinis . Nota di Louise MARTIN
e CoriNA REISCHER, presentata ™” dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO. — Si presenta anzitutto un modello per i reticoli modulari infiniti (sopra
un alfabeto di cardinalitd qualunque e contenente un insieme infinito di moduli). Si utilizzano
poi tali reticoli nella simulazione degli automi deterministi, e si stabilisce il legame tra un
automa e 'automa associato al reticolo modulare che lo simula.

I. INTRODUCTION

Les réseaux modulaires ont été introduits par McCulloch et Pitts [7] pour
décrire en termes mathématiques ’activité du cerveau. Plus précisément, les
réseaux modulaires sont un modele de linteraction des cellules nerveuses
appelées neurones.

Malgré I'importance des réseaux modulaires tant en biologie [4] que dans
la théorie des automates, ils ont seulement fait ’objet de descriptions [1, 2,
5, 9] ou de formalisation incompléte [8] dans la littérature scientifique.

Utilisant. les partitions dont les blocs ont une certaine propriété nous
avons donné une formalisation complete des réseaux modulaires sur un alpha-
bet fini quelconque [6].

Nous présentons maintenant une extension des réseaux modulaires con-
sidérant un alphabet de cardinalité quelconque et un ensemble infini de modules.
De plus, nous montrons que, pour tout automate &7, il existe un réseau modu-
laire dont I'automate associé simule 7.

II. PARTITIONS S—BORNEES ET RESEAUX MODULAIRES

DEFINITION. Un d-module est un triple # = (N,I,u) ot N et I sont
des ensembles non vides tels que |I|=4d et p:IN—1. Si |N| et & sont
finis, le d~module est fini.

Un d-module est un appareil comprenant un ensemble de lignes d’entrée
& = {e,}nen €t une seule ligne de sortie & = {w}. Chaque ligne d’entrée est
alimentée par une lettre d’'un méme alphabet I et la ligne de sortie émet un
élément de I. L’appareil fonctionne sur une échelle de temps discret de telle
sorte que si Ientrée du d-module 4 un temps # est (7,),.n alors la sortie est

w (@)

(¥) Cette recherche a été subventionnée par I’Université du Québec & Trois—Riviéres.
(**) Nella seduta del 23 giugno 1977:
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Remargue. A tout d—module 4 = (N, I, ) peut étre associé un automate,

Il suffit de considérer l'automate & = [IN,I1,1, 7, g] ol pour tout
état se I et pour toute entrée (7,) € IV :

f (S ’ (Zn» =@ ((Zn» N 4 <S s (Zn» =P ((Zn)) .

Cette remarque nous permet de parler de «état» d’'un d~module et cet
état coincide avec la sortie du d-module.

DEFINITION. Soit {#;: j€ J} une famille non vide de @-modules ou
M= (N;,1,u;); 6 ={c),:neN;} est I'ensemble des lignes d’entrée et
& = {0} est le singleton formé de la ligne de sortie de #; (€ ]).

Une partition m sur U (6;U ) est S-bornée si et seulement si
jel

i) pour tout Bex,|BNn (] #|<1;
jel

ii) il existe Bem, tel que |[BN{J | =o0.
jel

DEFINITION. Un réseau modulaire sur un alphabet I est un s—uple
R=[{u;|je]},n, &, &, ou
i) {#;|j€]} estune famille non vide de /—modules .#; = (N;, I, ;)
respectivement dans un état s; (€ J);

ii) 7 est une partition S-bornée de {J (§U %) ;
jel

iiiy) & ={B:Bex, BN{J¥|=0};
jel
Posons & = [2, : p € P} et appelons & I'ensemble des lignes d’entrée de 2.

iv) #<{B:Bex,|Bn{] %|=1};
jeJ

Posons & = {&,: € Q} et appelons & I'ensemble des lignes de sortie de 2.

v) v:I¥F 19 est telle que
Y (Gpper) = (W (G ney Cl.leNy
s'il existe & € . tel que wteé et on

. . h oA
" ‘ 2y S1 1] Ggu,

2p ==
( s, il existe Ben tel que {0’ ¢} < B.

Un réseau modulaire sur un alphabet I est fini si I et J sont des ensembles
finis.

Dans le cas des réseaux finis avec | I|> 2, on retrouve les réseaux amé-
liorés envisagés en [2, 6, 8]. Dans le cas particulier ou |I|= 2, les réseaux
constituent un modele de l'interaction des neurones [3, 5, 9, 10].
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Remarque. A chaque réseau modulaire Z = [{#;|je]J},n &, 2,53]
sur un alphabet I on peut associer une fonction v: I > 1 telle que, si on
suppose les Z-modules .#; respectivement dans un état s; et (7,) ¢ I, alors

v (CGplper) = (a ((Zb))he] JeN,

Z

e~

g iy si dfes,,
( Sy s'il existe B ex tel que {o’, e} < B.

L’application v se distingue de I'application v de la facon suivante: au
signal d’entrée (4,), v nous donne I'élément de I dont les composantes sont
les états de tous les d~modules de £, tandis que v nous donne la sortie
de #. Comme les applications v et § associées & un réseau modulaire # dépen-
dent de I'état s; de chacun des d-modules .#;, nous écrirons lorsqu’il sera
nécessaire

v (G | () et 5 (G| () -

Remarque. A tout réseau modulaire sur un alphabet I peut étre associé un
automate. Considérons le réseau modulaire # = [{#;]| j€ ]}, n, &, F,%] et
soit 'automate o7 = [I¥, I/, I°, f, ¢] ol pour état (s))el’ et pour toute
entrée (7,) € 17,

(G s o) =3 (G | (53)

et

& ((s)» ) = v (@G | (s9)) -

I11. SIMULATION

THEOREME. Powur tout automate &, il existe un résean modulaire dont
lautomate associé simule faiblement .

Démonstration. Soit o =[1,S,0, f, g] un automate. Posons
I={i,:neN},S={s,: peP} et O={o,,:meM} ot N,P et M sont
des ensembles bien ordonnés. Soient #,, p, et 7, le plus petit élément
de N, de P et de M respectivement. Soit

Q={(sj,0):,€1,35,€S: f(sp,70) =55 et g (sp,%n) = 01},
U{sj»om,):vine I ,VspGSIf(Sp,Z'n)isj} .
Posons |Q|=g¢ et soit J={(/,4):(s;,01) €Q}.
A chaque couple (7, £) € J, associons le 2-module #;, = (JUN , {o, 1},

W) ot Ep=1{k:(x,»eNtU{f1reN} et = {0’} L’application
wi:{o, 1PN —>{o, 1} est ainsi définie: pour tout (¢,c)e{o, Y9N on
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e = (e)€{0, 1} et c = (c,)e{o, 1}", soient

, sinf{r:c,::I},

? 7y autrement ;
., inf {£|H:ey=1,2=1nf {y|Fr:¢,=1}},
Do autrement .
Alors
I sis;j=f(sn,%) et op=g(s,12),
y‘jk (6 ’ 5) =
o autrement .

Remarquons que pour chaque (¢, ¢) € {o, 1}YY, il existe un et un seul
module /#j;, tel que wy (e, ) = 1.

Considérons le réseau modulaire # sur l'alphabet {0, 1}, # = [{#}:
G,Bel,n,&,9,%] ou m est la partition S-bornée de U @pu Fi)
ainsi donnée: kel

i) Pour n €N, soit
B,={a:(j,Hel},
ii) Pour chaque couple (x,») €], soi;c
Boy = {ehy: (7, A € J} U {0} .

Posons & = {B,:neN} et & = {B,,:(x,»)e]}.
Enfin, soit §:{o,1}" —{o, 1}’ ainsi définie:

v ((Z.n)nEN) = (V‘fk (' Cry Sayst Zn )yt '))(]"k)EJ ’

olt s, est 'état du 2-module A4, (x,y)€].
Pour vérifier que lautomate associé & #, A savoir &z = [{o, 1}V,
{o,1¥, {0,1Y, #,,£] simule faiblement l'automate &, posons

By 1—{o, 13"

telle que %, (7,) = (8,),en OU
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telle que 7, (5p) = (€x)zyyeg OU

SI si x=p et y=1,

o autrement ;
et Ag:{o,1}) = O telle que 4, (¢) =0, ou

inf {y|F:ey=1,r=inf {x|Ft:e,=1}},

m, autrement.

On peut alors vérifier que pour tout s, € S et pour tout 2, € I, 23 (g (%5 (s),
2y () = & (Sp » Zn)-
Remarque. Dans le cas ol les ensembles P et M sont infinis dénombrables,

on peut utiliser la méme preuve qu'en [6], en changeant convenablement
les notations.

THEOREME. Soit & =[1,S,0, f, g] un automate et soit R le réseau
modulaive qui le simule. Alors il existe un homomorphisme d automate entre
Ay et A ot A’ est un sous—automate de I automate Ay associé a A.

Démonstration. Posons 1 ={i,:neN},S={s,:peP} et O = {op:
meM}. Alors o = [{o, 1}V, {0, 1Y, {0, 1¥, 1, £] ol

A ((ez“y)(a:,z/)EJ y Been) = &1 () wmer » Ben) =9 (Bren | Cadzmer) -
Soit &' = [I',S, 0", f', £'] le sous—automate de «Zp ol
I'={B)ex:eN:3, =1 et 8 =0 si t#un},

S"=0"={lea)wmer: I, bieyp=1 et efy=0 si xFh et yF£Ek}.

Ici f' et g’ sont les restrictions respectives de f; et de g, a S'xTI".

Montrons qu’il existe un triple (3,4, ) ol x,¢ et ¢ sont des applications
telles que y:I'—>1,¢:S"—>S et $: 0" — O et telles que les diagrammes
suivants sont commutatifs.

S'x1 0 g1 S8 R T INREING
it ‘f g g
! } !

s/ - S o) g O

Soit y : I' =1 ainsi donnée:

x ((3) =1 si §=1.
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Soit ¢ : S’ — S donnée par:
» & ((em)) = sn si epp=1.
Soit ¢ : O’ — O définie ainsi:
b ((eay)) = o1 si ep=1.

Soit ¢ = (e,) €S’ tel que ¢5, =1 et soit ¢ = (3,) €1’ tel que 3, =1 et sup-
posons que: _
sI si x=j7 et y=r,
tay (€5 €) =
? o autrement .

Alors f(sy,4) =s; et g(su,%) = o,. Par conséquent,

¢ (f e, ) =G (cle) = ()

ol ‘
) I si x=7 et y=vr,
“ 16 autrement.
Donc
O (f e,y ="s;=F(ln, ) =1, %)
et

bg' e, ) =940 =1¢ ((e;y)) =0, =81, =8, 20).
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