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Geometria algebrica. —  Corpi di numeri e varietà abeliane. Nota 
di F rancesco G herardelli, presentata^*) dal Socio B. S egre.

Summary. — To any number field k, we associate a family of abelian manifolds, gene­
ralizing a well known construction if k is totally real.

I. Fissiamo le notazioni ed enunciamo i risultati di questa nota. Indi­
chiamo come d ’uso, con Q, R , C , K rispettivamente i corpi dei numeri razio­
nali, reali, complessi e dei quaternioni.

Sia k un corpo di numeri (algebrici) di grado n — s +  2 t su Q, ove s b il 
numero dei coniugati reali e 2 t quello dei coniugati complessi di k. Siano poi 0 
l’anello degli interi di k (o, più in generale, un ordine di k) , ae , /  =  1 , • • • s, 
gli isomorfismi distinti di k  in R , p^ , p^, m =  1 , • • •, t gli isomorfismi, a 
coppie coniugati, di k  in C ; oq — 1 , a2 , • • •, otn una base di 0 su Z (base 
fondamentale di k). Pensiamo R immerso in C come sua parte reale e C in 
K con un isomorfismo, p, determinato, ad esempio, p (a +  iò) =  a -f- bj 
( j e  K ,  f  =  — 1). Se p i (oc) =  am +  ibm, poniamo pm (oc) =  am +  bmj .

Allora, l’usuale rappresentazione, dei numeri di k in Rs X (F : /  (oc) — 
— (cri (oc) , • • - , crs (a) , pì (a) , • • •, pi (a)) (per ogni coppia di isomorfismi co­
niugati se ne sceglie uno), dà luogo a un modo di operare di 0 in CsxK*.

Consideriamo i reticoli F in CsX K f, che sono ^-moduli sinistri, liberi, 
di rango due su oì tramite la rappresentazione L ’oggetto del nostro studio 
sono i quozienti CSX K 7F* Essi dànno un esempio di varietà da dirsi C -K - 
analitiche.

È facile determinare gli ^-omomorfismi C-K-analitici fra tali quozienti 
e in particolare le loro classi di isomorfismo (cfr. n. 2). Il risultato è il seguente: 
indichiamo con ì) un semipiano di Poincaré (superiore o inferiore) e con \)q 
il cosiddetto semipiano dei quaternioni:

fyq — {T =  x  +  y j 6 K ; x  e C , y e R , I m . > o }
e consideriamo il prodotto I)sXl)^ =  è noto (cfr. ad esempio [8], [2]) che 
il gruppo modulare di Hilbert L =  SL2 (0)/ ±1 opera in modo discontinuo 
su Qui si dimostra che

TEOREMA i. La varietà /L è lo spazio dei moduli dei quozienti CSXK*/L, 
considerati come varietà Q-VL-analitiche.

Infine consideriamo la struttura complessa in K definita da K ^  C © 
® C; ~  C2. Vale il seguente

Teorema 2. Se V è un reticolo in Cs X K*, che sia o-modulo si­
nistro (di rango due su 6) tramite la rappresentazione / ,  il  toro CsxK */r,

(*) Nella seduta del 14 maggio 1977.
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coir identificazione K* ~  C2*, è una varietà abeliana (di dimensione complessa
n =  [k: Q]).

Se k è un corpo totalmente reale i teoremi precedenti sono ben noti. 
In tal caso è anche ben noto che esiste un’immersione naturale di d d f i  nello 
spazio di Siegel @w/A ove A è un opportuno gruppo paramodulare, dipen­
dente dall’anello o. L ’osservazione essenziale, valida qualunque sia il campo 
k, è che su uno spazio vettoriale di dimensione due su k, vi è, a meno di 
un fattore, una sola forma bilineare alternata invariante per SL2 (o) : la 
xy*— x ' y  , x  , y  , x r ,y '  G k. La rappresentazione regolare di k , dà luogo alla 
forma bilineare alternata

(0  Trm ( x y '—  x 'y )

la quale è a valori interi per x  , y  , x ' , y ' e o. SL2 (o) si rappresenta cosi in un 
sottogruppo del gruppo paramodulare relativo alla (i).

Recentemente, l’immersione di L nell’appropriato spazio di Siegel 
è stata studiata in un interessante lavoro da A. Andrianov ([i]) quando k 
è il corpo quadratico di Gauss, mentre A. I. Vinogradov ([14]) si è occupato 
dello stesso problema per certe estensioni quadratiche immaginarie di corpi 
totalmente reali. Qui si riprende brevemente il caso dei campi quadratitici 
immaginari, rimandando ad altro lavoro un ulteriore esame del caso generale.

La considerazione del semipiano dei quaternioni (come semispazio 
{(x , y  ,z )  e R3 ,#  >  0} e l’osservazione che SL2 (p) vi opera in modo disconti­
nuo quando 0 sia l’anello degli interi di un’estensione quadratica immagina­
ria, risalgono a Poincaré ([11]) (cfr. anche E. Picard ([io]) e L. Bianchi ([3])). 
L ’estensione di quest’ultimo risultato al caso di un corpo di numeri qualunque, 
coll’introduzione dello spazio d d fi  è dovuta a vari autori fra cui citiamo C. L. 
Siegei ([13]), T. Kubota ([8]) T. Asai ([2]).

2. d) Tràttiam o dapprima, come esempio significativo, il caso dei corpi 
quadratici immaginari. Siano 1 , i  , j , k ed 1 , X , fi, , v due basi di K 
su R ortonormali e concordemente orientate: i2 =  j 2 — & =  — 1 , i j  =  k, • • • ; 
X2 =  (x2 =  v2 =  -— I , Xfi. =  v , • • •. Esiste allora (teorema di Hamilton) un 
quaternione q ( f i  o) tale che X =  q*1 iq , fi, =  q~xjq  , v =  q~~xjq. Fissata la 
base i , i i j  Kk le funzioni f  (fi) di una variabile quaterniona \  a valori in K, 
derivabili a destra rispetto a \  (lim A/-(A?;)-1 non dipende dalla direzione) 
sono funzioni K-dineari a destra: /(£)■ =  A£- f - B (A , B quaternioni, £ =  
— x 0 f i  x v i  +  x 2j  +  x 3 k , x r e R). Le funzioni A f i  +  B =  Aq (q~x \q) +  B 
sono funzioni derivabili della variabile 7] =  qr1 \q  =  x 0 +  x x X +  [i +  x 3 v. 
Questa osservazione suggerisce la seguente:

D efin iz ion e. Una funzione f  (fi, si dice HL-analitica se è derivabile (a 
destra) m  una qualche base 1 , X , [x , v ortonormale e congruente a 1 , i  , j , k. 
Diremo cioè IL-analitiche le funzioni A \q  +  B , A , B , q G K. Una funzione  
K— analitica a destra lo è anche a sinistra e viceversa.
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Da questa definizione ne segue ovvia una di varietà K-analitica (1).

b) U na curva ellittica è il quoziente di C per un reticolo T, cioè per 
uno Z^modulo di rango 2 su R , Z essendo Fanello degli interi (che è reticolo 
in R). Si sottintende data Fimmersione di R in C come sua parte reale. Cer­
chiamo di copiare questa definizione partendo da K e da un suo reticolo F, 
sostituendo R con C , Z con un anello 0 c= C, unitario e che sia reticolo in C. 
Ne segue che 0 è un ordine di un campo k , estensione quadratica immaginaria 
di Q. Data Fimmersione p di C in K (cfr. n. 1) si supporrà che V sia 0-modulo 
sinistro libero (di rango due), tramite p. Per semplicità supponiamo anche 
che o sia l’ordine massimo di k (cioè Fanello degli interi) I quozienti K/F  li 
diremo « curve ellittiche sui quaternioni ». Ad essi si trasportano facilmente 
alcune fra le prime proprietà delle curve ellittiche. È ovvio intanto che K/T 
è varietà K-analitica.

Siano T e r '  reticoli e ö-moduli sinistri, / :  K/T — K/ D un ö-omomor- 
fismo K-analitico. /  si può risalire in un’applicazione K-analitica F : K —► K, 
compatibile colle proiezioni canoniche di K su K/T e su K /T ' e tale che F (o) =  o. 
Quindi F (£) =  oi^q , oc , q e  K, ma di più, per la ^-linearità, oc e p (C) (i. e.

a =  a Ĵ b j ì a ì be  R). Infine F (r)c= T', perciò se ( 6)11 è una base di F su
\<o2/

* K) e H  
\^2

aoùj q == aeoi +  bc 

oLCù2 q =  ccùi -j— d(ù% ,

j  una base di F' su 0, si deve avere:

con a ,b , c , d e  p (<9); /  è  isomorfismo se ad  — bc è un’unità di o. Diremo che 
/  è un isomorfismo stretto se di più a d — bc =  1, cioè

€ SL2 (o) .

Con cambiamenti di coordinate in K (R-lineari) K—analitici ed 0-lineari 

a sinistra, la base di F su 0 si può ridurre a essere del tipo con

T =  x  y j  ; x e  C , lm  x  >  o , y  e R (i.e. t g  I)g).
0)In modo analogo si può procedere per Ff =  , d = x '  +  y ' j  , 0 e \)q.

Ne segue facilmente che se i due quozienti K/F e K/r' sono strettamente iso­
morfi, esistono unici t  , 0 e tali che

con 9 e K ,

(1) Cfr. [9], [6] e l’osservazione finale al n. 4 di questa nota.
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ovvero

(3) T — (aQ -f- ò) (cd +  t i f i1 .

Questa ci dice che
ï)/P S L 20 ) , PSL2 (0) : =  SL2 (0)/ ±  i

è lo spazio dei moduli delle curve ellittiche su K ( =  classi di isomorfismo stretto).

c) K si può pensare in più modi come spazio vettoriale su C. Qui ci 
interessano i due casi (entrambi legati all’isomorfismo p):

K ~  P (C) © p ( C ) ^ c s

K ~  C © Cj ~  C2 .

Nel primo 41 (K) è C—isomorfo a p (C) © p (C) t  e (K)/T ~ C /o x C t/o t ~  
~  (c ioy  è la superficie abeliana quadrato della curva ellittica a moltiplicazione 
complessa C/o.

Per quanto riguarda il secondo caso, in analogia colle curve ellittiche,

consideriamo in K la forma «hermitiana» 2
Im x £y) ( t  =  x  +  y j  , Ini x  >  o).

Si pone

Im x
^  =  H (Ç , ri) +  L <£, 7i ) j

con H (^ , 7]) , L (E, , 7]) e C. H (E, , yj) è form a hermitiana definita positiva. Per 
provare che 9 (K)/T è superficie abeliana basta verificare che Im H (E, , fi) 
è a valori interi su T X T. Posto % =  u -{- vk r yi =  u v' k , u , v , u' , v' e

2e q (C), si verifica subito che Im H (£ , 7]) =  — ------ Re [ (v u — uv')j]; se poi
Im x

E, , 7) e F, cioè £ =  aT  +  ß, ' ' *)=Y/r +  8 , a , ß , y , 8 e 0 ,  allora

I mH( ^ , 7 ] )  =  Re 2 (oc8 — ßy) =  Tr*/Q (a8 — ßy) e Z.

Se ad esempio k =  Q (]/ d) d = 2  , 3 (mod 4) e quindi 0 =  Z [ÿ d] , 9 (K)/r 
è definito dalla matrice di Riemann

/ i o  — ^ — d y \

\o d  — ]/— d y  d  x )

Indichiamo con @2 il semipiano di Siegei delle matrici 2X2 simmetriche 
a parte immaginaria positiva. L ’immersione @2 data da

x  +  y j  =  t

induce un ’immersione biunivoca di Ï)?/@L2 (0) in @2/A dove A è il gruppo 
(paramodulare) delle trasformazioni intere unimodulari che lasciano invariante 
la forma bilineare

Tr&/Q [vu' — u v '] , ^ , v e  k .
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Ciò permette di definire delle forme su ^  automorfe rispetto a SL2 (<0) come 
restrizioni di forme analitiche su @2, automorfe rispetto a A. (Va osservato 
che tale restrizione è ben definita).

3. Passiamo a trattare rapidamente il caso di un campo di numeri qua­
lunque. Consideriamo i quozienti CsxK*/T ove T è un reticolo, che sia 0— 
modulo sinistro nel modo specificato al n. 1. Le varietà X : Cs X K*/r sono 
varietà C-K-analitiche nel senso seguente. Su X esistono atlanti {ua} con 
Coordinate (za , ^a) , Za ("oc,i y * * ’ y %cx.,s) > (Cx,l > * * * > ^ C , ^a,m ^
tali che in U a f i Uß  (7S 0 ) si abbia

£ß,l y “ /aß,Z (/a y ^ß,m “  9aß,m Ĉ a > ^a)

colle / aßj , 9aß,w funzioni analitiche complesse delle za e K-analitiche delle sa , 
che soddisfano un’ovvia condizione di coerenze in U a f i U ß f i U Y (7^ 0 ). (Da 
questa definizione segue subito che le / aßjZ sono funzioni olomorfe delle sole

t
za e che 9aß,m c del tipo Ya$mj ^a,j ÇoL$,mj d~ ^aß,w Ĉ a) colle yaß , <7aß quater-

nioni (costanti) e le Saß funzioni olomorfe delle za).
Consideriamo ora in C*xK* jdue reticoli T e V', che siano ^-moduli sinistri 

e i relativi quozienti
x  =  c* x K * /r . x ' C sx K v r '

r  è generato su 0 da due vettori che scriviamo come righe della matrice

e cosi T' da

f a i  »• * - , * U S u , * * •> £ i A

V 2 1  - • * * » x 2s Ï 2 1 , - - - ,  W

/ 1 1  . • * - , y u V i i  »• • • .  V

\ 7 2 1  , > *

x i l  ̂  C y , ìli €  K

yu  ̂ C  , 7)ime  K.

U n ’applicazione / :  X->Y si dirà C — K-analitica se è compatibile colle strut­
ture C — K di X e Y. Se F : CsxK* —► CsxK* è un risalimento d i / ,  F si 
rappresenta con equazioni

/  \  j ^m Ymj >̂j Çmj ~f~ ^m Ĉ l y * * * y ^s) >  ̂  ̂ y * * * y ^
(4 )  j 1

\ u i=f i (*1>"-Za) '  m — 1 ,• • • / ,

dove le f i  e 8m sono funzioni olomorfe delle z  , ymj , sono quaternioni (co­
stanti) e si può supporre F (o) =  o.

Se di più /  è un ^-omomorfismo (a sinistra) allora, poiché qualunque sia 
y e T , x e  Csx E / ,  F (x +  y) =  F (x) +  f  con y' e T', le derivate ^fil^Zj, 
d8mldZj sono funzioni olomorfe limitate e quindi costanti e le f x, 8m sono 
lineari.
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La o linearità implica infine che le (4) si riducano alle

(5 )
 ̂ Ut =  ß|J?,

( ~  YrnXmÇm

dove ß*e C , yme p (C) , qme K.

m — i , • • -, t ,

Poiché F proviene da /  le costanti ß , y , q devono soddisfare equazioni 
del tipo

ove a , b , c , d e  o ed a x, bx, • • - , d'm sono le rappresentazioni gx e di a , b ,

c ,d. In particolare se /  è isomorfismo det è un’unità di o. Diremo\ c d ]

e SL2 (<?). D'ora innanzi con­

sidereremo soltanto classi d i isomorfismo stretto (le (6) sono ora relazioni di 
equivalenza).

Dalle (6) segue subito che ogni reticolo T, che sia ö-modulo è equivalente 
a un reticolo generato dalle righe della matrice

che f  è un isomorfismo stretto se di più p

(7 )
x i r * > Xs ä; 1̂ > • ■• * > ^

-, i ;; I , • • -, h
T 6  K .

Poiché T è reticolo l m x l o per ogni /  =  i ,• • •, s e per la seconda delle 
(6) si può anche supporre Tm =  p m +  smj  con sme R , p me C , Im p m >  o 
m — i ,*•*, / .  Due classi siffatte definiscono reticoli equivalenti se

 ̂ x i — (a \yi  +  bx)\(cly l +  d x) l  =  i , - • s

\ +  bfi) (fm “h ^  =:  ̂ » * * * > l

^ 6 SL2 (<?) e l m. xx, Im y x sono contemporaneamente o positivi o negativi.

Si conclude col

Teorema i. L o spazio dei moduli dei quozienti Cs X K7/T (T reticolo e 
o-moduld) come varietà Q-LéL—analitiche è dato da J f /L  ove dd e il prodotto 
di s semi p iani d i Poincaré -  alcuni superiori altri inferiori — per t semi piani 
dei quaternioni ed L  è i l  gruppo PSL2 (fi) (<gruppo speciale proiettivo), che opera 
sui singoli fa tto ri tramite la rappresentazione y.

l a b
[ c d

4. Consideriamo ora i quozienti X : =  CSX K t/T colla struttura com­
plessa indotta dall’isomorfismo K ~ C -f Cj ~  C2.
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Si vuol verificare che esiste una form a hermitiana H su O  X Cn (n =
=  s +  2 f) definita positiva e tale che Im H sia a valori interi su T x T  (cioè
che X è varietà abeliana).

Partiamo dalla base di T su o data dalle righe della (7) ( Im x l f i o ì 
l  =  i , • • - , s). Sostituendo eventualmente a T un reticolo isogeno, si può supporre 
Im %i >  o. Infatti, per il teorema di indipendenza delle metriche si può 
trovare w e k tale che | ax (tu) — Im x t | <  s con o <  e <  | Im x x | per
l  =  i , • • - , i*; quindi Gi(w) ha lo stesso segno di Im x x e Im  (<Gi(w)x t) >  o.
Si può poi scegliere w  intero (algebrico). I vettori riga della matrice

••• ae ( w) xe- ■ -ç>m(w )xm
. . .  I . . .  J

generano su 0 un reticolo I ^ c  T, di indice finito in T, perché ha lo stesso rango 
di T. Come si è osservato verso la fine del n. precedente, si può supporre 
(senza alterare ax (w) x{) che sia pm (w) rm — p m +  smj  con sme R , p me C , 
Im p m >  o , m =  i ,*••, / .  Ciò premesso non c’è che da mettere insieme i 
casi dei corpi quadratici reali e complessi.

In C si considerano le forme hermitiane

h i ( z x,wì)  =  l = i , - - , s

e in K le
2 ' _

T T ^  1 > * * * >  ̂>Im pm
Si ha

t  , 7)m f f m (ßsm j ~*]m) H~ L m (f>m > ^]m) Jlm  p m

dove Hm (Ezm , v]m) e C è hermitiana definita positiva. Posto \  == (zx , • • •, zs ; 
£1 >*••>£«) > ^ — Ìw i , • • •, w s ; -Tji , • • •, 7]*) , ne segue che è definita la forma 
hermitiana

s s

H fé > 7ì) =  (Zl > U'l) +  jS  Hrn (&m > firn) ■

Esattamente come al n. 2 si verifica poi che se E,, t)G T, cioè E, =  oct +  ß , 
y] =  f r  +  S , a , ß , y , Se allora

Im (fm y ^m) == 2 Re (ocm 8m ßw ym)

cLm , • • • coniugati complessi di oc , • • •. Infine:

Im  H (S , fi) =  X  (a * — ßlYl) +  X  2 Re (a"* ~  Pm Ym)Z = 1 m=1
=  Tr*/Q(a8 — ßy) e Z .

Si conclude che il quoziente Csx C 2tIT, da cui siamo partiti, isogeno ad una 
varietà abeliana è esso stesso algebrico (Teorema 2) (2).

(2) Assumendo soddisfatte le ipotesi Im x e >  o , Im p m >  o, Palgebricità di C s+2t/T  
è provata da SIEGEL in [13] scrivendo esplicitamente le relative serie theta.
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O sservazioni, a) Gli isomorfismi rispettivamente su C e su R :K  ~  
-  p(C) © 9 (C)k  ~ C2, C -  R ® Ri ~ R2 conducono a leggere il reticolo Y 
in R2sx C 2*. Si riconosce senza difficoltà che ora, qualunque siaTtf-modulo T, 
R2sx C 2Vr è equivalente al quadrato di Rsx C 7 0, ove Rsx C t\o è il toro con 
struttura C-R, che si ottiene dalla rappresentazione «standard», degli 
interi di k in un reticolo di Rsx C {.

b) Le superficie abeliane definite dalle matrici di Riemann
l i  o x
\o  i X

I m i  > 0  , j / e R

sono state incontrate da Comessatti ([4]) come superficie abeliane non reali, 
la cui associata superficie di Kum m er è reale.

c) Terminiamo osservando che la nozione di funzione K-analitica è 
strettamente connessa a quelle di varietà differenziabile a gruppo strutturale 
cz Sp (n)-Sp (1) (cfr. ad esempio [9], [6]).
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