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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 maggio 1977
Presiede il Presidente della Classe BENIAMINO SEGRE

SEZIONE 1
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Teoria dei gruppi. — Su wuna classe di gruppi finit: . Nota di
CarLo M. ScorroLa, presentata®™ dal Socio G. Scorza DraconI.

SUMMARY. — A classification of the finite groups with quasi-normality as a transitive
relation in every proper subgroup is given.

Sia G un gruppo finito. G si dird un t-gruppo se e solo se vale la seguente
proprieta:
(r) Se H<K <G, H & quasinormale ¥ in K, K & quasinormale
in G, allora H & quasinormale in G.
Scopo di questo lavoro & di dare una classificazione dei gruppi finiti i
sottogruppi propri dei quali sono t—gruppi. In tutto il seguito «gruppo » signi-
fichera sempre «gruppo finito ».

1. In [6], Zacher ha studiato i T-gruppi risolubili giungendo alla seguente
caratterizzazione:

1.1. TEOREMA. Un gruppo G é un v—gruppo risolubile se ¢ solo se G é
supersolubile ed ha un sottogruppo N normale di Hall, abeliano di ovdine dispari,
tale che G|N ¢ nilpotente modulare, e che gli elementi di G inducono su N auto-
morfismi potenza, cioé awtomorfismi rispetto ai quali ogni sottogruppo di N ¢
invariante.

In particolare, ne consegue che ogni sottogruppo di un t-gruppo riso-
lubile & un wgruppo, e che un gruppo nilpotente & un t—gruppo se e solo se

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca in Matematica del CNR. .

(**) Nella seduta del 14 maggio 1977.

(1) Ricordiamo che un sottogruppo di un gruppo G si dice quasinormale in G se & per-
mutabile con ogni sottogruppo di G. v :

39. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fasc. 5.
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¢ modulare. Osserviamo che se G & un gruppo in cui ogni sottogruppo & un
T-gruppo, G ¢ risolubile, in virta di [6, Cor. 1.6.] e di [3, VI Satz 9.6]. Se
pertanto G stesso ¢ un t-gruppo, G soddisfa le condizioni del Teorema 1.I.
Limiteremo quindi il nostro esame ai gruppi che non sono 7-gruppi, € in cui

\

ogni sottogruppo proprio € un t-gruppo. Tali gruppi saranno detti T,—gruppi.

Enunciamo ancora un risultato che ci sari utile in seguito, e che discende
da [6, Cor. 1.6] e da [2, Hilfsatz C]J:

1.2. TEOREMA. Se ogni sottogruppo di un gruppo G & un t—gruppo, allora
G ha una torve di Sylow di tipo <, ove < ¢ lordinamento dei numeri primi
opposto a quello naturale, oppure G & minimale non nilpotente.

2. Elenchiamo qui cinque classi di gruppi: mostreremo che si tratta di
T—gruppi.
(i) I p-gruppi minimali non modulari.

(ii) Le estensioni di un p—gruppo abeliano elementare P, ove | P | = p%
o> 1 con un g-gruppo ciclico Q ,g # p, tali che P & normale minimale in
PQ, e ® (QQ) agisce come gruppo di automorfismi potenza su P.

(iii) Le estensioni di un p-gruppo abeliano elementare P di ordine
dispari, P =P,XP,, |P,| = |Py| = p, con un g-gruppo ciclico Q = {y},
g F# p, tali che (xyx,)Y =21x5 per ogni x € P,,x,e€ Py, ove =5, e
=357 (mod. p).

(iv) Il prodotto semidiretto e non diretto del gruppo 2 dei quaternioni
di ordine 8 per un gruppo ciclico C d’ordine 3% a« > o.

(v) Posto D = (x,y |a?* =P =1, [x,y] =", a>2,8>1), il
prodotto semidiretto di D per un g¢-gruppo ciclico Q, ¢ 3~ p, tale che
ZMDYNQ =d(Q), e Q normalizza ogni sottogruppo di D.

Osserviamo che, per 1.1, un p-gruppo G ¢ un t,-gruppo se e solo se ogni
suo sottogruppo proprio & modulare, e G stesso non lo ¢, cioé se e solo se il
gruppo G & in (i). Tali gruppi sono studiati e caratterizzati in [4]. E chiaro che
i gruppi in (ii) sono 7—gruppi. Se G & in (iii), G non ¢ un r-gruppo; infatti
(2 2, )0 = (] x3) 7 (1, %,), poiché 7 == s (mod. p); ¥ non agisce allora come
automorfismo potenza su P, per cui G non soddisfa le condizioni di 1.1; &
facile poi verificare che ogni sottogruppo proprio di G ¢ un 1-gruppo, tenuto
conto del fatto che s? = #7 (mod. p). Ogni sottogruppo proprio di un gruppo G
in (iv) & nilpotente modulare, e quindi un 7-gruppo; ma G non soddisfa le
condizioni di 1.1, per cui non & un 7-gruppo. E banale infine che, se G ¢ in
(v), G & un r—gruppo.

Dedicheremo il prossimo paragrafo alla dimostrazione della parte neces-
saria del seguente:

2.1. TEOREMA. G & wun vy—gruppo se e solo se G appartiene a una delle
classi (2)- - - (v).
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3. Alla dimostrazione della necessita della 2.1 premetteremo un Lemma
e una Proposizione.

3.1. LEMMA. Sia G wun t—gruppo, ma non un p—gruppo. Se G =HK,
con HG, e H, K nilpotenti di Hall, allora |G |= p* 4"

Dimostrazione. Supponiamo che |G | sia divisibile per almeno 3 numeri
primi distinti. Sia K, il prodotto diretto di K per il massimo sottogruppo di
Hall di H che centralizza K, e H, il complemento normale di K,.

H, & abeliano; infatti, se Pe Syl, (H)® e Qe Syl, (K,), e Q non centra-
lizza P, PQ & un t—gruppo, poiché PQ <G; ma PQ non & nilpotente, e cosi
per 1.1 P & abeliano; inoltre, ‘Q) agisce come gruppo di automorfismi potenza
su P. In conclusione, K, agisce su H; come gruppo di automorfismi potenza;
ma allora G & un t-gruppo per I.I, assurdo.

3.2. PROPOSIZIONE. Sia G un v—gruppo, ma non un p—gruppo. Allora:
o) |G|=2"¢"p#¢

6y Se Pe Syl (G),Qe Syl, (G), si ha che P e modulare ¢ normale
in G, e Q ¢ ciclico.

Dimostrazione: &) Supponiamo che |G | sia divisibile per almeno 3 nu-
meri primi distinti. Sia Pe Syl, (G), ove p ¢ il pilt piccolo primo che divide
|G |; e, a norma di 1.2, sia K il suo complemento normale. K & un t~gruppo,
ma non pud essere nilpotente, per 3.1; sia allora {1} =N < K, quale consi-
derato in 1.1, ¢ C un complemento di N in G: G = NC. Di nuovo per 3.1, il
7—gruppo C non sara nilpotente: per 1.1, sara C = N,;C,;, N; <C, N, abeliano
e di Hall, per cui G = NN, C,. Sia ora S€ Syl, (N,), tale che S non centralizza
ne N n¢ C,; tale sottogruppo esiste certamente, poiché altrimenti G = AB,
ove A ¢& il prodotto dei sottogruppi di Sylow di Ny che centralizzano N, e B il
prodotto di quelli che centralizzano C;; si perverrebbe cosi di huovo ad un
assurdo, in virtlh di 3.1. Esiste pertanto un xe€ S, tale che x¢ Cs(N) ,x ¢
¢ Cs (C,); esisteranno allora R <N ,T<C,,R,T ciclici di ordini rispetti-
vamente 7* e #%, con » e # numeri primi, tali che (x) non centralizza né R n¢ T;
R (#)T & un gruppo ma non non un r-gruppo (1.1), per cui R (x}T =G.
Ma allora per (3, IV.2.11], deve essere R{x) o (x} T ciclico: una contraddizione.

b) Per 1.2, esiste un primo p tale che se Pe Syl, (G),P <G. Se poi
P & abeliano,. esiste x€ Q , Qe Syl, (G), tale che x non agisce come automor-
fismo potenza su P, altrimenti G sarebbe un t—gruppo, per 1.1; allora P (x) =
=G e Q = (x) & ciclico. Se P non & abeliano, esiste x€ Q tale che x non cen-
tralizza P, altrimenti G & nilpotente, e quindi t—gruppo; ma allora, di nuovo,
deve essere (x} = Q, per I.1.

Passiamo alla dimostrazione della necessiti del Teorema 2.I.

Se G & un p-gruppo, esso appartiene ad (i). Sia pertanto G un v—gruppo,
ma non un p-gruppo; G avra allora la struttura descritta in 3.2t

(2) Con la notazione Syl, (G) si indicherd l'insieme dei p-sottogruppi di Sylow di G.
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G ="PQ, {1} #PeSyl, (G), {1} #Qe Syl, (G), 2 #¢,P <G,Q diclico, P

modulare.

a) Sein G il gruppo P é abeliano, allora G appartienc a una delle classi
descritte in (ii), (iii).

Supponiamo, per cominciare, che sia p = 2. Allora, per 1.2, G ¢ mini-
male non nilpotente, e dunque addirittura minimale non abeliano. Pertanto
G e in (ii).

Sia dunque p 7% 2. Per [3, IV.5.12], Q = (x) agisce non banalmente su
Q = Q, (P), e supponiamo Q < P. Allora (1.1) Q agisce come gruppo di
automorfismi potenza su Q,x‘ax =a",(,p) =1, per ogni ac Q. Sia «
I'automorfismo indotto da x su P, e § 'automorfismo di P che agisce nel modo
seguente: 6° = 4", per ogni 4€ P. af~! fissa ogni elemento di Q, e pertanto,
per [3, IV.5.12], ha ordine una potenza di p, sia p°. Poiché «f = f«,
sard dunque o’ = B?°¢ (B); ma « ha ordine primo con p, e allora ae (8).
Pertanto « &€ un automorfismo potenza di P; assurdo, per 1.1. Dunque ¢ Q =P,
ossia P & abeliano elementare. Sia H << P, H normale minimale in G. Se
|H | > p, Q non agisce come gruppo di automorfismi potenza su H, quindi
per 1.1 deve essere H = P. H® (Q) ¢ un t—gruppo; pertanto, G ¢ in (ii). Sia
dunque ciclico ogni p—sottogruppo normale minimale in G, mentre P non ¢
ciclico, altrimenti G sarebbe un t-gruppo. Detto H < P un sottogruppo nor-
male minimale di G, e K un complemento Q-invariante di H in P, Q agisce
su K come gruppo di automorfismi potenza (1.1). Sia {1} {2) <P e non
normalizzato da Q; (z) esiste certamente, altrimenti Q) sarebbe un gruppo
di automorfismi potenza su P; pertanto {2) £ K, (2) = H. Ma a = %£, con
heH,1 # ke K; |k,k) & Q-invariante, ma Q non vi agisce come auto-
morfismo potenza, per cui sard |P|= p2. E ormai facile verificare che G
¢ in (iii).

b)) Sein G il gruppo P non ¢ abeliano, allora G appartiene a una delle
classi descritte in (iv), (V).

Sia p =2. Per 1.2, G & minimale non nilpotente. P ha allora [3, III.5.2¢]
esponente 4; per [5, I, Th. 14] P ¢ Hamiltoniano cioe P = ZXE, ove 2 ¢
il gruppo dei quaternioni di ordine 8, e E & abeliano elementare. , (P) &
centralizzato da Q, perché altrimenti Q, (P) Q < G non sarebbe un t-gruppo;
inoltre, ® (P) =P’ = 2'. Poiché Q agisce su P come un 2’-gruppo di
automorfismi non identico, Q non centralizza P = P/P’. Ma Q centralizza
E< Q,(P); allora Q centralizza E = EP’/P’ < P. Sia H un complemento Q-in-
variante di E in P: si verifica facilmente che H ~ 2; Q non centralizza H,
altrimenti Q centralizzerebbe P; ma allora, in conclusione, E = {1}, e G &in (iv).

Sia dunque p 7 2. Mostriamo per induzione che Q normalizza ogni sot-
togruppo di P. Poiché Q = Q, (P) & abeliano per (3.2) e [5, Prop. 1.7], P> Q,
e Q agisce come gruppo di automorfismi potenza su Q. Sia M un sottogruppo
massimale di P, e sia P, < Q, (M NZ(P)), |P,|=p. Allora P, <P, e, poiché
P,<Q, P,<G. Sia G=G/P,,P=P/P,. Se G & un t-gruppo, allora M <G,
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e dunque M <G. Altrimenti, poiché ogni sottogruppo proprio di G & un
-—gruppo per [6, 1.2], G & un Tt gruppo. Se P non & abeliano, per indu-
zione M <G, e di nuovo M <IG. Sia allora P abeliano, e, per a), sara
abeliano elementare: P, =P’ = ® (P), e, poiché P & modulare, deve esistere
un sottogruppo massimale H di P che sia abeliano, per [s5, 1, Th. 14].

Si ha |P|=p%

Infatti, sia |P | > p*; QP'/P’ agisce irriducibilmente su P, per la a);
allora Q, (Z (P)) =P’ e Z(P) & ciclico; poiché inoltre Q,(H) < Z(P), per
la modularitd di P, anche H & ciclico; poiché P & abeliano elementare, sia ha
|H | = 2% e dunque |P|= p? assurdo.

In conclusioné, ricordando che P & modulare non abeliano, si avra

P = (x,y\xl’2=yp=1,[x,y]=x1’).

P ha p sottogruppi ciclici di ordine p* e quindi almeno uno di essi & norma-
lizzato da Q; possiamo supporre che sia (x), a meno di un cambiamento di
simboli. Se o & allora I'automorfismo di P indotto da un generatore di Q, si
avra x* = x¥. Ma o« agisce su Q = (4%, y) come automorfismo potenza:

a(at) = (P , a(=y , (@,9=1

E allora facile verificare che £ ="4p + 5. Nella situazione alla quale siamo
ridotti, M & ciclico di ordine g%, e M = (xy?), 1 <#<p—1. Ma si pud

verificare che, se » =5+ p (/z + (;) z‘) , si ha:

o (xyt> —_ xhp-{-syts — (xyt)r

Abbiamo quindi verificato che in ogni caso M <G. Osservando che
Cp (Q) = {1}, altrimenti « non sarebbe un automorfismo potenza su Q, (P),
si ha che P & minimale non abeliano modulare; ci siamo quindi ricondotti

a (v), tenuto conto di [5, I, Th. 14] e di [3, II.7 Aufg. 22]. Cid conclude la
dimostrazione della b).
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