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Algebra. — Swlle S—partizioni regolari di un gruppo finito ©.
Nota di ALESSANDRO SCARSELLI, presentata ¢V dal Socio G. Zappa.

SUMMARY. — This Note concerns some questions about S-partittons of a finite group.

Nel lavoro ([6]), G. Zappa introduce il concetto di S—partizione di un
gruppo ai fini di applicazioni di carattere geometrico. Se G ¢ un gruppo e
S un suo sottogruppo, una S—partizione di G & un insieme IT di sottogruppi
di G, tale che per ogni elemento g di G non appartenente ad S, esiste esat-
tamente un H in IT con g e SH.

Una S-partizione IT del gruppo G & detta:

(1) regolare se per ogni x€S e Hell, si ha H?ell;
(2) semistretta se (|S|,|H|) =|SNH| per ogni Hell;
(3) separata se SN H = (1) per ogni H eIl

In un altro contesto R. Kochendérffer ([1]) introduce il concetto
di sistema privilegiato di rappresentanti.

Se S & un sottogruppo del gruppo G e R ¢ un sistema di rappresentanti
per i laterali destri di S in G, si dice che R & «privilegiato» se per ogni x €S
si ha R® = R.

Se S & un sottogruppo di Hall del gruppo G, lesistenza di un sistema
privilegiato di rappresentanti per i laterali destri di S in G, comporta, sotto
opportune condizioni, l'esistenza di un complemento normale di S in G.

Il risultato pit significativo in tale direzione ¢ quello di M. Suzuki ([4])
(il cui enunciato & riportato nel corso della Nota), che utilizza teoria dei
caratteri e che generalizza precedenti Teoremi di Zappa ([5]) e dello stesso
Kochendérffer ([2]).

Nella presente Nota si studia il problema della determinazione dei gruppi
_finiti dotati di una S—partizione regolare semistretta e separata e, utilizzando
il risultato citato di Suzuki, si ottiene il seguente

TEOREMA. Sia G wun gruppo finito ¢ 11 una S—partizione regolare semi-
Stretta e separata di G, allora, detto w ['insieme det divisori primi dell ovdine
di S, S ¢ un w—sottogruppo di Hall di G, dotato di un n—complemento normale
N e Il ¢ una partizione di N.

Tale risultato generalizza quelli di Zappa ([7]) e dell’Autore ([3]) otte-
nuti nellipotesi che G sia risolubile.

Nel corso della Nota indicheremo con G un gruppo che soddisfa le ipotesi
del Teorema.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitdh del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 marzo 1977.
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LEMMA 1. Sia T un sottogruppo di S ¢ sheNg (T) con se€S e heHell;
allora seNg(T) e 2eCy (D).

Dimostrazione. Se t €T, esiste un €T con (#)"=+¢ e quindi £4 = 4t
et Eh =}

Abbiamo dunque 4fe HtM SH.

Essendo II una S—partizione regolare di G e #€S, si ha Htell

Percid SH*NSH < S ¢ H = HY nel primo caso 4*=1, essendo 4{, al
pari di 2 un n-elemento di G e S un m—gruppo, quindi Z= 1 e dunque s€Ng(T)
e /2 €Cy (T); nel secondo caso #' € H e quindi ¢4 =¢"4tA""e HNS ={1)
ciod £ =t e hth™' =1t ‘

Essendo # un arbitrario elemento di T, si conclude che se Ng(T) e
£ eCyqx (T).

Per ogni sottogruppo T di S, sia Il = {Cy (T)/H € IT}.

LeMMA 2. Se T< S, Iy ¢ una Ng(T)—partizione regolare di Ng (T).

Dimostrazione. Sia geNg(T)\Ng(T), allora ¢¢S e quindi esiste
esattamente un He Il con geSH. Sia g =54 con se€S e 2eH.

In base al Lemma 1, si ha seNg(T) e 2eCy (T), onde, essendo g
un arbitrario elemento di Ng (T), si ha

Ng (T) =HL6)HNS (T)Cy (T) :CQI Ns(T)C.

Se C,ell;,Cyelly e C54=C,, si avra C, =Cy, (T) e Cy=Cy, (T) con
H,,H,e Il e H,==H,; quindi

N (T) C, 1 N (T) Gy = (SH; N SHy) N Ng (T) = SN Ng (T) = N (T).

Se poi se Ng(T) e Cellg, si ha C=Cy(T) con HelIl.

Poiché II & regolare e s€S, si ha He Il e dunque C* = (Cyx (1))’ =
=Cys (T*) = Cxs (T) e ;. Si conclude che II; & una Ng(T)-partizione
regolare di Ng (T).

Se x€G, poniamo II° = {H*/H e IT}.

LEMMA 3. Sia x€G,N° ¢ una S*partizione regolare di G.

Dimostrazione. Poiché G = U SH, risulta anche G = U SeH* — U S=R.
: Hell HeIl RelIl*

Siano R;, R,eIlI” con R;==R;, esistono allora H,,Hye Il con Ry =H7J e
R, = Hj ed essendo R;==R; ¢ anche H,==H,.

Percid SH, M SH,< S, da cui S"H N S*H;< S” e dunque S°R, N S°R,<= S°.

Se poi RelI’, H* =R con Hell ,§¢S" e §=s" con s in S, si ha
R = (H*)" = (H")® poiché IT & regolare ¢ H*e Il onde R¥e M°.

Dunque II” & una S°partizione regolare di G.

Sia U un sottogruppo normale di G contenuto in S, poniamo

I} = {HYH* = HU/U con Hell}, S*=S/U , G*=G/U.
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LEMMA 4. Sia U un sottogruppo normale di G contenuto in S, allora
NG ¢ wna S*—partizione regolave di G*.

Dimostrazione. Poiché G = (JSH, si ha G*= () S*H* = () S*V.
Hell Hell Ve
Siano V;,V, e II* con V;5=V,, allora esistono H;,H, €Il con V;=Hf e

V,=H;. Si ha S*H} N S*H; < (SH, N SH,) U/U = S* essendo H,==H,.
Se xU eS* e Vell* sia V = H* con Hell, allora VsU = (H?)* e II*.

LEMMA 5. Sia R = () H, allora R ¢ un sistema privilegiato di rap-
Hell

Ppresentanti per i laterali destri di S in G.

Dimostrazione. Siano 4, %, € R, allora esistono H; e Hye Il con hl e H,
e hy€Hy; se Sk = Sk, allora Sk; = Sh,< SH, N SH,.

Se H,=H,, si ha %, 43 € SO H, = (1) e quindi %, = 4,; in caso contrario
si ha SH; NSH,< S e quindi S#, =Sk,< S, percid 2,e H,NS=(1) (f=1,2)
onde 4, = 4, = 1. Si ha inoltre SR=S({JH = (JSH=G e R*=R per

Hell Hell
ogni x in S onde R & un sistema privilegiato di rappresentanti per i laterali
destri di S in G.

LEMMA 6. (Teorema di Suzuki). Sta G un gruppo finito, ™ un insieme di
numer: primi, S wun w—sottogruppo di Hall di G. Allora S ha un complemento
normale in G, se e solo se:

(1) Esiste un sistema privilegiato di rappresentanti per i laterali
destri di S in G

(2) Ogni m—sottogruppo nilpotente di G & contenuto in qualche coniu-
gato &7 S in G.

LEMMA 7. Sia G un gruppo finito, = un insieme di numeri primi S un
n—sottogruppo di Hall di G e N un complemento normale di S in G. Sia II
una S-partizione di G costituita da m—sottogruppi di G, allora Il & una par-
tizione di N

Dimostrazione. Sia 13=x €N, allora x¢ S e quindi esiste esattamente
un Hell con x € SH. Essendo N un n'—sottogruppo di Hall normale di G,
si ha Hc N e quindi se x =54 con s€S e 2e€H & s =1 cioé x e H.

Sia ora G un minimo controesempio al Teorema; allora

(A) Sia p wun numero primo con p divisore di |S| ¢ U un p-—sottogruppo
normale di G con U< S; allora U = (1)

Si ha infatti, per il Lemma 4, che IT{; & una S*~partizione regolare di G*
e, dunque, se U #% (I ), per la minimalith di G, si ottiene che S* & un m—sotto-
gruppo di Hall di G* e G* ha un n~complemento di Hall normale K* La
retroimmagine K di K* nell’omomorfismo naturale di G su G* contiene ogni
n'—elemento di G e U & un p-sottogruppo di Sylow di K, che risulta anche
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un 7-sottogruppo di Hall di K. Si verifica allora che II & una U-partizione
regolare di K. |

Dal Teorema di Suzuki (o da precedenti Teoremi di Zappa ([5]) segue
che K ha un w-complemento di Hall normale N.

Chiaramente N ¢ un m—complemento normale di Hall di G e quindi S

¢ un m-sottogruppo di Hall di G. Essendo G un controesempio, si conclude
che U = {1}).

(B) S ¢ un w—sottogruppo di Hall di G.

Sia infatti » un numero primo con p divisore di |S| e P un p-sottogruppo
di Sylow di S. Per (A) ¢ N¢ (P) 7% G, ed essendo G un minimo controesempio,
come conseguenza del Lemma 2 si ha:

(@) Ns(P) ¢ un w-sottogruppo di Hall di Ng (P) con T insieme dei
divisori primi di |Ng (P)]

(6) Ng (P) ha un wcomplemento di Hall normale K.

Da (a) segue che P & un p—sottogruppo di Sylow di Ng (P) e dunque
anche un p-sottogruppo di Sylow di G. Se infatti P non fosse di Sylow in G,
esisterebbe un p-sottogruppo P di G con P T P.

Per una nota proprieta dei p-gruppi ¢ Ng (P) £ P; ma Ng (P) < N¢ (P)
il che contraddice il fatto che P ¢ un p-sottogruppo di Sylow di Ng (P).

Si ha allora che per ogni primo p con p divisore di |S|, un p—sottogruppo
di Sylow di S & un p-sottogruppo di Sylow di G e quindi S & un n—sotto-
gruppo di Hall di G.

(C) Sia & = {T|T ¢ wun n—sottogruppo nilpotente di G ¢ T & S* per alcun
x€GHL, & # @ ¢ se Teg ¢ TOS" = (1) per ogni x€G.

Essendo G un controesempio, per il Teorema di Suzuki, ¢ & # &.

Sia Teg con TNSY £ (1) per qualche y€G e sia x€G con |[T NS
massimale. Per (A), Ng (TN S") 4G e per il Lemma 2 e il Lemma 3, si ha
che Ng (T NS ha la Ng« (T N S%)—partizione regolare IIfsx costituita dai
Cu= (T N S%), Dalla minimalitd di G, segue allora che

(@ Ng=(TNS" & un T-sottogruppo di Hall di Ng(TNS") ove &
¢ linsieme dei divisori primi di |Ngx (T N S%)]

() Ng(TNS" ha un w—complemento di Hall normale K.

Per il Lemma 7, K & un n'—gruppo e dunque Ng« (T N S%) ¢ un m—sotto-
gruppo di Hall di Ng (TN S%). Per il teorema di Suzuki ogni n—sottogruppo
nilpotente di Ng (TN S”) & contenuto in un coniugato di Ng=(TNS%) e
quindi in un coniugato di S in G.

Poiché Teg ¢ T ¢ S° e quindi TiTﬁSx ed essendo T nilpotente ¢
Ny (TNSHZTNS" Sia V=N;(TNS", allora V & un mn-sottogruppo
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nilpotente di Ng (T NS®) e quindi & contenuto in un coniugato SY di S in G.
Abbiamo allora TNSY>VIZTNS" e quindi [TNSY| > |TNS"| il che
contraddice la massimalita di |T N S?.

(D) Sia Teg e p un divisore primo dell'ordine di T, allora esiste un
elemento #€T con #» = 1==¢ ed esisterd quindi un p-sottogruppo di
Sylow P di G con z€ P. Poiché S & un w-sottogruppo di Hall di G
(per (B)) e T & un m—sottogruppo di G, S contiene un coniugato P? di
Pin G e quindi £€ S ciot 26 TMSY" il che contraddice (C).
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