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Algebra. — Anelli ternari di Hestenes semplici e artiniani. Nota
di Luict PrROFERA, presentata ® dal Socio G. ZaPppa.

SUMMARY. — F. Bartolozzi and G. Panelia [1] bave classified simple 47#/nian Hestenes
ternary rings without effective two-sided ideals. In this paper we classify simple Ar#inian
Hestenes ternary rings with effective two-sided ideals.

F. Bartolozzi ¢ G. Panella hanno classificato [1] gli anelli ternari di
Hestenes (H-anelli) semplici, artiniani e privi di ideali bilateri effettivi.

Nella. presente Nota completiamo la classificazione, nell’ordine di idee
di [1], degli H-anelli semplici e artiniani. Proviamo, innanzitutto, che un
H-anello A semplice, artiniano e con ideali bilateri effettivi possiede esatta-
mente due ideali bilateri effettivi A; e A, e, a livello additivo, risulta
A=A, @ A;. Adoperando metodi introdotti in [1] proviamo, quindi, che se S,
risp. D, & ideale sinistro, risp. destro, (non nullo €) minimale contenuto in A,,
risp. Ay, ¢ possibile costruire un corpo £ (non necessariamente commutativo)
e fornire al gruppo additivo di S, risp. D, una struttura di 4-spazio vettoriale
(sinistro) finitamente generato W, risp. V, in modo che il gruppo additivo di A,,
risp. A,, risulti isomorfo al gruppo additivo Homy (V, W), risp. Hom; (W, V).
In conseguenza stabiliamo un isomorfismo additivo «:A =A;, ® A, —
— Hom,, (V, W) ® Hom; (W,V) = R e osserviamo che R acquista struttura
di H-anello mediante 'applicazione @ : RXRXR — R definita da o ((f1,/2),
(&1,82) M, 12)) = Ingefr o1 hes) se fr g, /ln€Homy (V, W), /o, 8,16
€ Homy (W, V), risultando a: A — R un isomorfismo di H-anelli.

Per completezza proviamo che, se 2 & un corpo e se V e W sono £-spazi
vettoriali (sinistri, non nulli e) finitamente generati, il gruppo additivo
R = Hom; (V, W) @ Hom; (W, V) acquista struttura di H—anello mediante
l'applicazione w: R XRXR — R gia precisata. Tale H-anello risulta semplice,
artiniano e possiede ideali bilateri effettivi; essi (sono esattamente due e)
hanno, come gruppo additivo, i due addendi, tra loro isomorfi, che individuano
R per somma diretta.

Nelle nostre condizioni, se £ ha dimensione finita sopra un sottocampo £
del suo centro, R ha struttura di £'-spazio vettoriale finitamente generato e
lapplicazione »: RXRXR — R risulta £'—trilineare. Tali H—anelli R sono
gli assoziative Tripelsysteme 2. Art classificati da O. Loos ([2]; Satz 4, (i)
ricorrendo all’«immersione standard » del loro A'-spazio vettoriale sostegno
nello spazio vettoriale sostegno di una £’-algebra (binaria) associativa dotata
di un antiautomorfismo involutorio e di dimensione finita sopra il corpo com-
mutativo £'.

(*) Nella seduta del 12 marzo 1977.
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I. Rinviando a [1] per i riferimenti bibliografici, richiamiamo qui sol-
tanto le definizioni essenziali per rendere autonoma la presente esposizione.

Un anello ternario di Hestenes (H—-anello) € un gruppo abeliano addi-
tivo A con un’applicazione triadditiva o :AXAXA —A per cui, posto
o(xr,y,2) =xyz se x,y,2€A, risulti (xye) wv = x (wzy) v = xy (auv) se
xX,y,8,u,vEA.

Sia A un H-anello. Se X,Y,Z sono parti (non vuote) di A, con (XYZ)
indichiamo il sottogruppo del gruppo additivo di A generato da XYZ =
={xyz|zeX,ye¥Y,ze€Z}; poniamo o¢(X,Y)={ze€A [2XY = (0)},
w(X,Y)={2e6A|XeY¥Y =(0)},3(X,Y)={2eA | XYz =(0)}. Un sotto-
gruppo G del gruppo additivo di A & ideale sinistro di A se AAG < G, & ideale
destro di A se GAA < G, & ideale bilatero di A se & ideale sinistro e ideale destro
di A, & ideale di A se & ideale bilatero di A e se AGA < G; inoltre, G ¢ ideale
bilatero effettrvo di A se & ideale bilatero ma non ¢ ideale di A. A & H-anello
semplice se (0) e A sono i suoi unici ideali e se AAA 7= (0). A & H-anello ar#-
niano se si stabilizzano tutte le successioni decrescenti di ideali sinistri e tutte
le successioni decrescenti di ideali destri.

2. In questo numero A & un H-anello semplice, artiniano e possedente
ideali bilateri effettivi.

LeMMA 1. Un ideale bilatero B di A ¢ effettivo se e solo se (0) % B #£ A.

Risulta {AAA) =A.
Se B ¢ ideale bilatero effettivo di A risulta B 4+ (ABA) = A con {ABA)
ideale bilatero effettivo di A diverso da B.

Dimeostrazione. La semplicita di A comporta la prima affermazione in
modo ovvio e la seconda perché {AAA) ¢ ideale non nullo di A. Se B &
ideale bilatero effettivo di A, B -} (ABA) ¢ ideale non nullo di A, perciod
B+ (ABA) = A. (ABA) & ideale bilatero effettivo perché & ideale bilatero
non nullo e -se fosse (ABA)=A risulterebbe (0)7£A = (AAA) =
= (A (ABA)A) = {(AAB) AA) = B che contraddice B = A.

Il Lemma & provato.

LEMMA 2. A possiede esattamente due ideali bilateri effettivi Ay e A,.

Risulta A = A, ® A, a livello di gruppi additivi, (AjAA) =A, ¢
(A AL A,) = A,

Se a,b,ce6A,a=a1+ay,6=0+by,c=c,+ ¢ con a;,b,,c,€A,,
@y by, €Ay, 5T ha: abc=a,b,¢,+ ayb1¢y con a by, €A, a3 by €A,.

Dimostrazione. La famiglia (non vuota) degli ideali bilateri effettivi di A,
ordinata per inclusione, ammette elemento minimale perché A & artiniano; sia
A, ideale bilatero effettivo di A minimale. Peril Lemma 1 & A, + (AA;A)=A
con A, =(AA, A) ideale bilatero effettivo di A diverso da A,. E A; NA,=(0);
infatti, (0) £ A;MA; € A, comporterebbe A; VA, = A; per la minimalita
di A; e da A; € A, seguirebbe A=A, + A, =A,. Pertanto ¢ A=A; ® A,.
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Se B ¢ ideale bilatero effettivo di A minimale rispetto alla condizione B < A,
(e, percid, minimale in quanto ideale bilatero effettivo di A) risulta A = B @
® (ABA) con {ABA) ideale bilatero effettivo di A, come gid provato; inoltre,
¢ (ABA) < (AAA) = (A(AA; A)A) = ((AAA,)AA) S A, e, per la minimalita
di A,, {ABA)= (AA;A)=A,. Allorada A=A ®A, =A®Be BcA,
segue B = A, e A, & ideale bilatero effettivo minimale.

Se B ¢ ideale bilatero effettivo di A minimale, diverso da A; ¢ A = B@
® (ABA) con (ABA) ideale bilatero effettivo di A minimale. Inoltre, A, AA, =
S AjNA;=(0) e A; AA; € AN A; = (0) comportano Ay AA; = A, AA, = (0)
e, a maggior ragione, A; BA, = A; BA, = (0). In conseguenza & ABA =
= (Al +A,;)B (A1 + Ap) = Ay BA, + Ay BA, + A BA, + A, BA, € Ay BA,
+ ((AA, A) B(AA,A)) < Ay + ((AALA) (A, AB)A) = A, (I'ultima uguaglianza
segue da A;ABc A;NB = (0)) e, quindi, (ABA) = A;. Pertanto risulta
B=(A(ABA)A) = (AAJA)=A, e A} e A, sono gli unici ideali bilateri
effettivi di A minimali. Se, ora, B & ideale bilatero effettivo di A non
minimale, si presenta una sola delle possibilita A;< B @, A, < B; infatti,
A;cB e A,cB comporterebbero A =A;+ A, &€ B. Se A;<cB esiste
xe€B—A;, & x70 e risulta x =, 2, con x €A, % €A, x,F0 e
% =x —x,€B. Allora ¢ BN A, 7~ (0) e, per la minimalita di A, , BNA; =A,,
cio¢ A, < B, assurdo. Abbiamo provato che A; e A, sono gli unici ideali
bilateri effettivi di A.

Abbiamo gia osservato che & A; AA, = A, AA, = (0); in conseguenza &
AJA A, =A A A=A A A=A Ay Ay = (0). Inoltre, da A=A @A,
segue A, = (AAJA) = ((A; + A A (A + Ay)) = [AdAAL + AJA A +
FAAA, + A A A = (A A A + A A A) = (A A A + (A, A A),
A A A, = (0) e (A A A;) = A,. Allo stesso modo si prova Ay A, A, = (0)
e (AjAgAy) = A;. L'ultima affermazione del Lemma ne segue facilmente.

Il Lemma ¢& provato.

[Per il seguito siano S ideale sinistro minimale di A contenuto in A;, D
ideale destro minimale di A contenuto in A,.

Con tali dati proveremo che & possibile costruire un opportuno H-anello
R isomorfo ad A; useremo metodi e tecniche dimostrative di [1] tenendo
presente la diversitd del nostro caso.

LEMMA 3. Esistono s€S,deD tali che xds =x se x€S ,dsy =y se
yeD.

 Dimostrazione. Se SDS = (0) ¢ S€6(D,S) con ¢(D,S) ideale bilatero
di A, quindi Ay o(®D,S), cioe A;DS=(0). Da A, DS =(0) segue
D<cw(A,,S) con w(A;,S) ideale bilatero di A, quindi A, < p(A,,S), cioe
AjA;S = (0). Da AjA,;S = (0) segue S< 3 (A3, Ay con 8(Ay,Ay) =A,
perché 8 (A, , A,) ¢ ideale bilatero di A, A, € 3(A;, Ag)enoné (0) = A, A, A =
= A; A, A, (Lemma 2). Pertanto risulta S € A; N A, = (0), assurdo. Abbiamo

(1) Col simbolo C indichiamo Pinclusione propria.
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provato che ¢ SDS 3£ (0); percid esistono s'€S,d’ €D (s £ o7#d’) tali che
(0)#Sd’'s" = S e, poiché SZ’s’ ¢ ideale sinistro di A, risulta Sd's" =S per
la minimalita di S. Sia s€S con sd's'=s'. Risulta 0% s" = sd' s’ = sd’
(sd's"y = s(d'sd') s’ e, percid, d' sd’# o0 e (0)5%d' sD = D con d’sD ideale
destro di A; pertanto &’'sD =D per la minimalith di D. Esiste, quindi,
deD tale che d'sd =d'. E 0% d' sd = (d' sd)sd = d’' (sds)d = d’ s (dsd) e,
percio, sds #oedsd#o0. AlloraSds =S edsD =D. Dad' sd =d' ed' sd =
=d’ s(dsd) segue d' s(dsd —d) =0,{zeD|d sz =0} ¢ ideale destro di A
contenuto propriamente in D, allora & l'ideale nullo e, percid, dsd =d. Da
Sds = S segue che se x' €S esiste x €S tale che xds = x'; allora xds = x (dsd)
s=(xds)ds =2x"ds e (x —x")ds = 0. {z€S|2ds = o} & ideale sinistro di A
contenuto propriamente in S, allora & l'ideale nullo e, percid, #” = x. Abbiamo
provato che xds = x se x€S. Analogamente dsy =y se y€D.
Il Lemma & provato.

LEMMA 4. Risulta dxA, =dxA =D se x€S,x#0,Ays=Ays =95
se yeD,y7#0; 83(d,S) =4A,,6(D,s) =A, 2.

Dimostrazione. Se x €S ,x 70, drvA, = dxA ¢& ideale destro di A con-
tenuto in D e risulta dxA = D; infatti & dxA 7 (0) perché {z€S|dzA = (o)}
¢ ideale sinistro di A contenuto propriamente in S (dsd 7 0) e, percio, ¢ I'ideale
nullo. Analogamente A; ys =Ays =S se yeD,y7#o0. 3(d,S) ={z€A|
| dSz = (0)} & ideale bilatero di A diverso da A perché dSA 7 (0); inoltre,
dSA; € Ay A Ay = (0), quindi dSA; = (0) e 8(<,S) =A,. Analogamente
c (D, s) =A,;.

Il Lemma ¢ provato.

LEMMA 5. [/ gruppo additivo di A acquista struttura di anello associativo,
A+, ), con la moltiplicazione definita da a<b = ash se a,beA.

A(+,9),A(+,9),D(4,9) ¢ £(+, ), con =D od = Dsd, sono
sottoanelli di A (-, ¢). D (4, ©) ka d come identita sinistra, k(4 , o) é corpo
che ha d come identita.

Dimostrasione. Proviamo soltanto che se z€ 4,270, esiste & € £ tale
che 202’ =d. 20D =2sD & ideale destro di A contenuto in D. Risulta
zoD 3£ (0) perché 2= yod = ysd, con y€D, comporta zod = (ysd)
sd = y (sds) d = ysd = ¢ (Lemma 3); quindi 2¢D =D. Se yeD & tale che
zoy=d risuwlta zo(yod) = (2cy)ed =dod=d e z¢2'=d con ¥’ =y-dek.

Il Lemma ¢ provato.

LEMMA 6. I/ gruppo additivo di S, visp. D, acquista struttura di k—spazio
vettoriale sinistro con I'applicazione kXS —S definita da (¢,x)—> xts se t€k,

(2) Osserviamo che la coppia (S, D) dei gruppi additivi di S e D, con le applicazioni
SXA—->D,(x,a)>drase xeS,aeA e AXD—S,(a,y)>ays se acA,yeD, ha strut-
tura di A-modulo secondo la definizione di R. A. Stephenson [3]. Il Lemma 4 assicura che
S,D) & A-modulo irriducibile ma non fedele (cfr. [3] per le definizioni).
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x €S, rvisp. AXD —D definita da (t,y) >toy = 1tsy se te€k,yeD.
I k—spazi vettoriali sinistri S e D sono finitamente generati.
Dimostrazione. Proviamo soltanto che & assurda lipotesi che {7;};cn €

parte libera numerabile del A-spazio vettoriale sinistro D. Se 7eN &

Ay Ay v; # (0) perché A, A, v; = (0) comporta v; € § (A, ,A;) = A, e, quindi,

v, €A, NA;, =(0). Allora, per ogni 7 € N, esiste @; € A, tale che A, a; 7,7 (0)

essendo A, a;v; ideale sinistro di A contenuto in A,. -+ A, a;v; (a livello
ieN

di gruppi additivi) non & diretta perché A & artiniano; percid esiste
3
Zsr a,v,=0 con s5,€A, e, com’e lecito supporre, s; @ 7,7 0. Allora ¢
r=1

OFK sy ay v = 8§ & (dsvy) = (syaydyowy e, quindi, 2 =358, d 70 con z€A;.

Risulta DA, 2z 7 (0) perché DA;z = (0) comporta 2€d(D,A) = A, e,

quindi, - z€A;NA, = (0). Siano &ye€D, b €A, tali che 4 =d 6, 2=

=di b (symd)=dy (s by)dF#o0. Se k,=d b (s,a,d)=4d(a,s,b)d ¢&
¢ ¢

by =rt,odeDod = k. Pertanto risulta o = 2 Sy Qp Uy = Z (s,a,d)ov, =
r=1

r=1

12 ! 14
:a’lb,(z:(s,a,d)ov,):E(a’]bl(s,a,d))ov,=Zé,ovr con £ F#o0 e
r=1

r=1 r=1
Iipotesi che {r;};.n & parte libera di D & assurda.
Il Lemma & provato. ‘

LEMMA 7. Se a, € Ay, #isp. a, € A,, ponendo y[a)] = a, ys se y € D, risp.
x [ay] = dxa, se x €S, si definisce un’applicazione [a]: D — S, risp. [@,] :S — D
che & k—lineare ®.

Ponendo o (a)) = [&y] se ay €Ay, 7visp. T (ay) = [a5] se ay € A,, si definisce
un. isomorfismo additivo p:A; —Homy (D ,S), risp. ©:A, > Hom (S, D).

Dimostrazione. Proviamo il Lemma soltanto per 7. Se a€ A, si verifica
che [2]eHom;(S,D). Se a,6chA;, e x€S & xfa+b]l=dx(a+ 6 =
= dxa + dxb = x [a] + x [4], quindi T & omomorfismo additivo. E Ker 7=
={a'eA,|S[a]l =)} ={aeh;|dSe =)} =35, NA,=A,NA,=(0)
(Lemma 4), quindi t ¢ monomorfismo.

Proviamo che se V & sottospazio proprio di S e se ¥€S—V esiste a € A,
tale che V [2] = (0) e x [¢] 72 0. Ragioniamo per induzione su dim;, V (Lem-
ma 6). Se V=(0) e x7#0 & {x[a]|acA,} =dxA, =drxA =D (Lemma 4)

b

e l'asserto & provato. Sia dim;V=#>1,2x€S—V e supponiamo la tesi
vera per ogni sottospazio di S la cui dimensione & minore di # ci proponiamo
di raggiungere un assurdo negando la tesi per Ve x. Sia V=V,,®V, con
Vi e V, sottospazi di S di dimensione £—1 e I rispettivamente; inoltre sia
veV,,v7# 0. Per ipotesi induttiva esiste a,€A, tale che v[a] %40 e

Via[a,] = (). A={aeA,|V,,[a] = (0)} ¢ ideale destro di A e risulta

(3) Se V e W sono spazi vettoriali sinistri su un corpo C e se f: V —~ W & applicazione
C-lineare, indichiamo con zf Uimmagine di x eV mediante /. Cosl, se f, 2 e Homc (V, W)
e geHome (W, V), fsheHome (V, W) & definita da x(fgh) = ((xf) g) % se xeV.



LUIGI PROFERA, Anelli ternari di Hestenes semplici e artiniani 297

(0) #{v[a]|acA} =dvAcD, quindi dvA=D. Se yeD,y=dva=
=v[a] con a€A, ponendo % (y) = % (v[a]) = x [a] si definisce un’applica-
zione /£:D — D; infatti, v [¢] = ©[4], con @, b€ A, comporta V [z — &] = (0)
e, avendo negato la tesi per V e x,x[a¢ — 8] = o, cioé x [a} = x[6]. Se yeD
e b,ceA risulta 4 (ybc) = 2 (y) bc; infatti, se y = dva con acA D = dv A),
risulta /2 (y6¢) = % ((dva) bc) = h (dv (abe)) = % (v [abc]) = x [abc] = dx (abc) =
=(dxa)bc=(x[a])bc =4 (¥)bc. Se b=15 e ¢=4d risulta A (yod)=rh(y)od
e, percio, £ (k) =h(Ded)=%(D)cd S Ded==4% Se y=d,6=s5 e ceD
risulta 2(c) =4 (d)ec=Foc con & =h(d)ek Allora, se acA, risulta
(0 s — ) [a] = (W& 5)[a] — x[a] = ¥ >(@[a]) — x[a] = 4 (o [a]) — x [a] =
=x[a] —=x[a] =o0. Quindi & v& s—=x€V,, e, siccome vk seV,, risulta
x €V, assurdo.

Siano X = {xy ,---, x,} una base del A-spazio vettoriale S e
Y ={y, -, ¥, una famiglia di vettori di D. Sia Uj; il sottospazio di S gene-
rato da X —{x;} Ge {1, ---,7n}). A;={acA,|U;[a] = (0)} ¢ ideale destro
di A e, come gid provato, risulta (0) 7% {x;[a] |2 € A;} = dx; A; < D; quindi
dx;A;=D. Allora esiste ;€ A; tale che x;[a;] = y;. Posto a =&, +---+ a,,
risulta x; [a] = x; [¢;] = y; se ¢e{1, -+, n}; quindi T & epimorfismo.

Il Lemma & provato.

COROLLARIO 1. [ gruppi additivi di A, e di A, sono isomorfi.

Dimostragione. Per il Lemma 7 basta provare che sono isomerfi i gruppi
additivi Hom; (D ,S) e Hom; (S, D). Fissata una base {x;,---, %}, risp.
{1, Yu}, del k-spazio vettoriale sinistro S, risp. D, Hom; (D, S), risp.
Hom; (S, D), & isomorfo al gruppo additivo 4, ,, risp. #4,,, delle matrici
m X n, risp. nXm, a elementi in £. Associando .a ogni matrice di £, , la sua
trasposta si definisce un isomorfismo additivo tra £, , e %, , €, percio, & indi-
viduato un isomorfismo additivo tra Hom; (D ,S) ¢ Hom, (S, D).

TEOREMA 1. Sia A un H-andllo semplice, artiniano e con ideali bilateri
effettivi. :

A possiede esattamente due ideali bilateri effettivi, A, e A,, e risulta
A=A & A, a livello Ji gruppi additivi.

Se S, risp. D, & ideale sinistro, risp. destro, minimale di A comtenuto in A,
risp. Ay, & possibile costruive um corpo k e fornive al gruppo additivo di S,
visp. D, una struttura di k-spazio vettoriale sinistro finitamente generato W,
visp. V, in modo che il gruppo additivo di A,, risp. A,, visulti isomorfo al
gruppo additivo Homy (V , W), isp. Hom; (W, V).

Il gruppo additivo R = Hom; (V , W) ® Homy (W ,V) acquista strut-
tura di H-anello mediante Dapplicazione o:RXRXR — R definita da

o((f1, /), (gl y &) (s 7)) = (i g2 fr s foa &1 ) se fi, 8157 € Homy (V, W),
for 8oy o€ Homy (W, V). GZ H-anelli A ed R sowno isomorfi.

Dimostrasione. A possiede esattamente due ideali bilateri effettivi, A; e A,,
e risulta A = A; ® A, a livello di gruppi additivi (Lemma 2). Esistono s€S,
deD tali che xds =x se x€S ,dsy =y se yeD (Lemma 3). 2=Dsd =D
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¢ sottogruppo del gruppo additivo di D e acquista struttura di corpo con la
moltiplicazione definita da @+b = asb se a,b€k; Videntitd di £ & 4 (Lemma 5).
Il gruppo additivo di S, risp. D, acquista struttura di A-spazio vettoriale
sinistro finitamente generato W, risp. V, con l'applicazione £XS —S definita
da (#,x)—>ats se tek,x€S, risp. £XD — D definita da (¢, y) >ty se
tek,yeD (Lemma 6). Se a, €Ay, risp. a, € A,;, I'applicazione [4]: V> W
definita da y[e] = @, ys se y €V, risp. [a,]: W =V definita da x [a,] =
=dxa, se x€ W, & k-lineare. L’applicazione p:A; — Hom; (V, W) definita
da p(a) = [#] se @ €Ay, risp. 7:A; »> Hom; (W, V) definita da = (a,) =
= [@,] se a,€A,, & un isomorfismo additivo (Lemma 7).

Allora, se a€ A=A ®A;,a=a,+ay, con a4 €A,, a,€A,, ponendo
a (@) = (p (@), 7 (@) = ([&] , [@5]), si definisce un isomorfismo additivo
a:A=A;®A, >Hom(V,W) @ Hom; (W, V) =R. Trasportando ad R
mediante « l'applicazione triadditiva AXA XA — A che compete ad A in
quanto H-anello, si ottiene I'applicazione o : RXRXR — R dell’enunciato
del Teorema; si deve tener presente che, se a,b,c€A,a=0,+a5,6 =
=b+b,c=c+c con a ,b,c€MA a,,0,,c5€A,, & p(a16,¢) =
=o0(e) v(by) plar) e (@36, ¢) = 7(ay) p (&) t(c;). Cosi Iapplicazione
®:RXRXR — R rende il gruppo additivo R un H-anello isomorfo all’lH-—
anello A mediante o.

Il Teorema & provato.

3. Concludiamo col seguente Teorema:

TEOREMA 2. Siano k un corpo (non necessariamente commutativo), V.e W
k—spazi vettorviali sinistri (mom nulli e) fimitamente generali.

1l gruppo additivo R = Homy (V, W) ® Hom; (W, V) acquista struttura
di H-anello mediante Iapplicazione »:RXRXR — R definita da o (f1,/2),
(81,80 M, 1)) =l g2 fr, fagr ha) se f1, 81, ln€Hom (V, W), fo, 85,/ €
Hom;/(W,V). Tale H-anello & semplice e artiniano; Ry ={(f;,0)|f €
Homy (V,W)} e¢d Ry ={(0, fo)| fo € Homy (W, V)} sono ¢ suoi ideali bilateri
effetivi.

Dimostrazione. Verificato che R ¢ H-anello, proviamo che, se D ¢& ideale
destro di R, esistono T ed U, sottospazi di W, tali che D ={(/ , /) eR|VA T,
Ufy, = (0)}. Se (f1,/2) € R risulta (f;, f;)€D se e solo se (f,,0), (0, ) €D
poiché, come proveremo, se (f;, /o) €D ¢ (f;,0)e€D. Percid sia V; un sotto-
spazio di V supplementare del nucleo Kerf; di f;:V =V, @ Kerf;. Essendo
la restrizione di f; a V, iniettiva, ha senso considerare un’applicazione lineare
g W —V tale che (vfi)g.=7v se veV; e si ha ((vfy)g) /1 = ¢y, cioe
v(fy 82 /1) =1f e, risultando V=V, @ Kerf,, f; &, 1 =/;. Allora ¢ (f;,0) =
=(figef1,00=0fi, f),00,8),(/i,/))eD. Se D,=DNR, e D=
=DNR,, risulta D =D, ®D,. Da & D;XRXR) =0 DO, XRy;XRy) & D,
segue ([1]; Lemma 1) D, = {(/;,0) e R|VA & T} con T = + Vfq, la somma

_essendo estesa alle applicazioni lineari f,: V — W tali che (f;, 0) € D;; analo-
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gamente, da o (Do XRXR) = o (D;XR; XRy) € D, segue D, = {(0, fz) €R |
| Uf, = (0)} con U =N Kerf,, l'intersezione essendo estesa alle applicazioni
lineari f,: W —YV tali che (0, ;)eD. Se D ={(f;,/)eR| VA<= T, U= (o)}
e D'={(/A, ) eR|V/ =T, U'f = (0)} sono ideali destri dell'H-anello R
(T,U,T" e U sono sottospazi di W) risulta D < D’ se e solose T< T’ e
U’'c U avendosi D =D’ se e solo se T =T’ e U = U’. Poiché W ¢ finita-
mente generato, ogni successione decrescente di ideali destri dell’'H-anello
R si stabilizza. Allo stesso modo si prova che se S & ideale sinistro dell’H-anello
R risulta S = {(f;, /) eR|Hf, = (0), W/ €K} con H e K sottospazi op-
portuni di V; la finitezza della dimensione di V assicura che ogni successione
decrescente di ideali sinistri del’lH-anello R si stabilizza. Pertanto R &
H-anello artiniano.

Infine, se E ¢& ideale bilatero delH-anello R, risulta E = {(/;, f5) €R |
IVA T, U= ={{/Ai, /) eR|HfA=(0),W,rcK} con T,U, risp.
H, K, sottospazi opportuni di W, risp. V. Da cid segue per E una delle
possibiliti: E = {(0,0)},E=R;,E=R,,E=R. R, ed R, sono ideali
bilateri effettivi del’H-anello R, risulta @ (RXRXR)#{(0, 0)}, percid R
¢ H-anello semplice. '

Il Teorema & provato.
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