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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 12 marzo 1977
Presiede 1] Presidente della Classe BENIAMINO SEGRE

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Generalizzazione del concetto di traccia di un endo-
morfismo. Nota 11 ® di UmBeErTO BARTOCCI ¢ GiuseErrE DE CEcco,
presentata ¢? dal Socio B. SEGRE.

SUMMARY. — Cf. the Summary of Note {, appeared in the previous issue of these
« Rendiconti» at p. 115.

III. CONFRONTO FRA LE VARIE DEFINIZIONI DI TRACCIA

1. Facciamo vedere ora come la definizione generale di traccia data
nel § II estenda tutte le definizioni indicate nel § I, e studiamo altresi piu
a fondo queste ultime.

Cominciamo dallo studio della categoria (propriamente ammissibilel) &.

(1.1) TEOREMA. Dato M eOb F, sia Oy: M —M lomotetia di rapporto
x in M. Allora Iapplicazione T : Ky (F)—F definita dalla ([M] — Tr (Oy),
ove Tr designa la traccia ordinaria, é un omomorfismo (non nullo) di F—gruppi
coincidente con 'unica traccia novmalizzata su F. Tutte le altve tracce su F
St ottengono come multipli a coefficienti in ¥ e non nulli dell’ omomorfismo T,

(1.2) COROLLARIO. La dimensione del vettorializzato K, (F) di Ko(F)

¢ uguale ad 1 ed una base di Ko (F) ¢ fornita dalla classe [Al(x —1) Al.

(*) Questa Nota II & la continuazione della Nota I con lo stesso titolo, apparsa. alle
pp. 115-121 del precedente fascicolo di questi « Rendiconti», alla fine della quale trovasi
la Bibliografia.

(**) Nella seduta del 12 marzo 1977.

19. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fasc. 3.
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Dimostrazione. E chiaro che nel modo indicato si ottiene una traccia
normalizzata su &#. Viceversa, detta T una qualunque traccia su &, si ponga
ap =T ([A](x — 1) A]). Allora, se dimy(M) =1, risulta chiaramente
[M] =a-[A/(x—1)A], ove a€F & lunico autovalore di 8y, sicché
T ([M]) = @ay= a,Tr (). Dimostriamo ora che l'identita precedente sussiste
per ogni valore di # =dimpy(M)>1 (e quindi & certamente anche @, 0.
Si procede per induzione su 7. Sia ¢ un autovalore di Oy, e sia M’ un
sottospazio unidimensionale di M generato da un a-autovettore. Dalla
considerazione della successione esatta O -M' — M — M/M’'—O (ove il
primo morfismo & linclusione ed il secondo la proiezione canonica) segue
T (IM]) = T ([M'D) + T (IM/M']) = a, Tr (Ouxr) + @ Tr (Byyae:) = o (T (Oyr) -+
Tr(Ommr)) = @ Tr (Oy), come volevasi dimostrare (invero risulta dimg (M)/M") =
= 7 -1 e scatta l'induzione).

Il Corollario & immediata conseguenza del Teorema. Esso pud essere
dimostrato anche con un calcolo diretto ¥, osservando che il gruppo K, (#)
coincide con il gruppo abeliano libero generato dagli elementi di F (basta
usare la teoria della riduzione a forma canonica classica di una matrice qua-
drata ad elementi in F), e che un isomorfismo tra K, (%) ed F resta indotto
dall’omomorfismo che associa ad un elemento Z (a;,n;)(a;€F,n;€Z) di
K, (%) Telemento En a; in F.

2. Passiamo ora alla considerazione della categoria #* corrispondente
agli endomorfismi di rango finito. E immediato constatare che la categoria
F1 non & ammissibile; tuttavia & possibile completare F' in una categoria
& che risulti ammissibile con il seguente procedimento generale. Poiché
l'intersezione di due categorie ammissibili ¢ una categoria ammissibile, basta
prendere come & la minima categoria ammissibile contenente #L. E imme-
diato verificare che essa si ottiene come limite diretto delle categorie
Fr, F2__, FB38(_ ... con

06 F' = {MeO&.# | M/Ker (8}) e 06 F}.
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

(2.1) TEOREMA. ZKsiste un'unica traccia normalizzata su % (che & pro-
priamente ammissibile), estendente la traccia per gli endomorfismi di rango
JSimito.

Dimostrazione. Basta considerare la successione esatta
O — Ker (83) - M — M/Ker 6i) — O

con M e O6 #i. Allora per una qualunque traccia T su &, risulta T ([M]) =

=T ([Ker (0ip]) + T ([M/Ker (6iD7), da cui segue il risultato in virtu del
Teorema (1.1) e del seguente

(14) Cfr. anche A. Dold [5].
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(2.2) LEMMA. Se € ¢ una qualunque categoria ammissibile ed M 3
elemento di Ob € tale che Oy = 0 per qualche intero n=>1, allora per ypg
qualunque traccia T definita su € risulta T ([M]) = o.

Dimostrazione. Se Oy = o, allora risulta [M]=o. [M], e quindi
T(M])=0T([M]) =o0. Se z>1 si procede per induzione su #. Si con-
sidera la successione esatta O — Ker (6y) — M — M/Ker (8y) — 0, dalla

quale si deduce che T ([M]) =T ([Ker 0x)]) + T ([M/Ker (6m)]), donde
il risultato, atteso che Oge,y =0 € Oiggere, = O

3. E implicito in quel che precede che le tracce su & si ottengono
come multipli a coefficienti in F e non nulli dell’'unica traccia normalizzata
su &, ciod che linclusione & .~ & induce un isomorfismo tra m
e Ko (F).

Per finire osserviamo che, se a, f sono endomorfismi in € dello stesso
spazio vettoriale V' corrispondenti ad elementi di %, allora anche « 4- B &

tale, e risulta Tr (¢« + B) = Tr (&) + Tr (), indicando ancora con Tr l'unica
traccia normalizzata in & .

4 E poco piti difficile provare che quanto appena detto per la categoria
& sussiste integralmente per la categoria & corrispondente agli endomor-
fismi di Leray, eccettuata l'ultima affermazione 5.

Vale a dire sussiste il seguente

(4.1) TEOREMA. Dato M €0b %, l'applicazione T:Ko(¥) > F definita
dalla [M]—Try (By) & un omomorfismo non nullo di F-gruppi coincidente
con l'unica traccia normalizzata su L ). Tutte le altre tracce su P si
ottengono, come multiplt a cocfficienti in ¥ e non null dell omomorfismo T.

(4.2) COROLLARIO. L'inclusione F ‘—s L induce un isomorfismo tra
Ko(F) ¢ Ko (2).

Dimostrazione. Si consideri la successione esatta O — N (Oy) > M —
— M/N (0y) — O. Per una qualunque traccia T su & risulta allora T ([M]) =
=T ([N 0w)]) + T ([M/N (8], da cui segue il risultato in virth della defi-
nizione di Try, del Teorema (1.1) e del seguente

(4-.3) LEMMA. Detta N la sottocategoria di N (anzi di L) costituita da
tutti gli A—moduli M tali che N'm € M esista un intero n, dipendente eventual-
mente da m, tale che Oy () = o (diremo allora che Oy & localmente nilpotente),
N & una categoria ammissibile priva di tracce, cioe, risulta K, (N) = 0.

(15) Gia sappiamo che, se @, § sono endomorfismi di Leray dello stesso spazio V, o« + 8
non & necessariamente di Leray. Nel caso che anche « - B sia un endomorfismo di Leray,
non sembra questione facile controllare se risulti o meno Try (« + B) = Try () + Tr (B)-
E stato comunicato agli Autori dallo stesso Prof. Leray che un controesempio in cui
Try (& + B) % Try (@) + Try (B) dovrebbe essere attualmente in corso di pubblicazione.

(16) E evidente che Z & una categoria propriamente ammissibile.
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Dimostragione. Se dimy (M) & finita, siamo nel caso del Lemma (2.2).
In caso contrario, si consideri, dopo aver comunque fissato un’ elemento
a€F diverso da zero, l'insieme S delle coppie (M’, ¢") con la condizione
che M’ sia un sottomodulo di M e ¢’ un automorfismo di M’ tale che
aby = ¢’ Oy 1. In S si introduca una relazione di ordine parziale < data
dalla: (M, ¢") < (M", ") se M'c M"” e ¢” estende ¢’. Come & immediato
controllare, S & (non vuoto ed) induttivo, di guisa che possiamo considerare
un elemento (M,, o) massimale in S. Basterd ora provare che M, = M,
perché allora risultera [M] = 2-[M], e quindi, per ogni eventuale traccia
T su &/, T([M])=4aT ([M]) da cui T=o0 come volevasi dimostrare.
(E chiaro poi che . & ammissibile e su cid non insistiamo).

Invero, se fosse M, contenuto strettamente in M, esisterebbe un elemento
m € M non appartenente ad M, e quindi un intero # =1 tale che Oy () = o.
Sia # il minimo intero positivo soddisfacente alla condizione indicata. Gli
elementi # , Oy () ,- - -, 03 (72) sono linearmente indipendenti su F, come
¢ immediato verificare, e lo spazio vettoriale da essi generato sopra F ¢
addirittura un sottomodulo P di M tale che PN M, =o0. Risulta allora
MicM,® P =N e si pud trovare un automorfismo ¢ di N che estende ¢,.
Basta prendere ¢ = ¢, @ y, ove y ¢ un automorfismo di P che realizza la rela-
zione di similitudine tra le seguenti mattici quadrate di ordine ~ ad elementi in F

O 0 ...0 07 —0 O ... 0 O
1 0...0 O a o-..-0 O
o I ...0 © ) o a-.--0 O
o o I O o o a O

L’esistenza di y porta all’assurdo in virth della massimalita di (Mg, ¢,) in S.

IV. LA QUESTIONE DELL’ESISTENZA E DELL’UNICITA
DELLA TRACCIA IN GENERALE

1. Abbiamo visto nel paragrafo precedente alcuni esempi di calcolo del
vettorializzato di un gruppo di Grothendieck al fine di studiare le tracce su una
categoria ammissibile ¢. Raccogliamo adesso alcuni risultati in forma generale.

Dal Teorema III (1.1) segue subito che una traccia normalizzata su di
una categoria propriamente ammissibile ¥ & certamente estensione della trac-
cia ordinaria su #. Cosi pure, indicato con J:& (- % il funtore inclusione
di F in %, e con J,: Ko (F)— K¢ (¥) P'omomorfismo di F—gruppi indotto
da J tra i rispettivi gruppi di Grothendieck, dal diagramma seguente

K, (F) —— K, (%)
AN

e dal Teorema appena richiamato, segue subito che sussiste’ la seguente
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(1.1) PROPOSIZIONE. Una categoria propriamente ammissibile ammette
una traccia normalizzata ‘U se, e soltanto se, il morfismo Yy induce un mono-
morfismo J,: Ko (F) K, (€) tra 7 vettorialiseati dei rispettivi gruppi di
Grothendieck, cioé se, e soltanto se, J, 7 0. Inoltre, su € esiste un’unica traccia
normalizzata, ¢ quindi tulte le tracce si oftengono come multipli a coefficientt
in F e non nulli di essa, se ¢ soltanto se J, ¢ un isomorfismo.

2. Per una categoria ¥ che sia solamente ammissibile, il problema
& quello di vedere se esistono tracce su %, cio¢ di controllare se K, (¢) & o
no uguale a zero. Abbiamo anzi visto prima un esempio di categoria 4"
ammissibile tale che K, (#") == 0. Altri esempi di categorie, addirittura propria-
mente ammissibili, sulle quali non esistono tracce sono forniti dalla categoria
A stessa e dalla categoria .#f dei moduli finitamente generati su A. Risulta
invero, come ben noto, Ky(#)=0 e K (#f)=1Z (e Z ha una struttura
banale di F—gruppo, sicché K, (#f) ¢ uguale a zero).

3. Studiamo ora il problema dell’esistenza di tracce normalizzate. Dalla
considerazione della successione esatta O —A /. A £, Allx—1)A -0,
ove f & I'omotetia di rapporto (x —1) e g ¢ la proiezione canonica, si ricava
che [A/(x —1)A] =0 nel gruppo K,(%) di una categoria propriamente
ammissibile € che contenga A (vale a dire J, = o in questo caso).

Ne segue subito la seguente

(3.1) PROPOSIZIONE. Una categoria propriamente ammissibile € ammette

una traccia normalizzata soltanto se é sottocategovia della categoria § degli
A—moduli di torsione O,

Nota. La categoria & N .#f dei moduli di torsione finitamente generati
su A coincide con F 48,

Ricordiamo il teorema di struttura dei moduli di torsione (cfr. ad esempio
I. Kaplansky [13]):

(3.2) TEOREMA. Per ogni elemento a € ¥, diciamo componente a—primaria
di M i/ sottomodulo M (a) di M costituito da quegli elementi me M tali che
(x — a)* m =0, per qualche intero positivo n. Allora il modulo M coincide

con la somma diretta ® M (a) delle sue componenti primarie.
acF

Nota. Evidentemente gli elementi a € F per i quali M (a) 7% 0o sono
gli autovalori di Oy. Gli elementi di M (@) diconsi talvolta (quando non nulli)
autovettori gemeralizzati, € i sottospazi M (@) diconsi essi stessi autospazi gene-
ralizzati. In particolare poi, M € ObA" (cioé Oy & localmente nilpotente) se,
e soltanto se, M = M (0), ovvero, se, e soltanto se, 0Oy ha come unico
autovalore lo zero. '

(17) Un A-modulo M dicesi di torsione se, W eM, esiste qualche elemento 2 () e
e A — o tale che p(x) = o. L’endomorfismo Oy dicesi in questo caso localmente algebrico.
(18) Cfr. ad esempio S. MacLane e Birkhoff [14], II, p. 15.
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4. Chiamiamo adesso wmwolteplicita (geometrica) di @ in M lintero
v (@) = dimy (M (2)).

Facciamo vedere subito che la condizione v (2) < oo, Va %0, ¢ una
condizgione mnecessaria per l'esistenza di una traccia normalizzata.

(4.1) TEOREMA. Sia € wuna categoria propriamente ammissibile con una
traccia normalizzata. Se M = @ M (@) € 06 ¥, allora v (a) deve essere finita
V a # o. aeF

Dimostrazione. E evidentemente sufficiente dimostrare che, se M = M (a)
ha un solo autovalore 20, ed M €06 ¥, allora dimy (M) & finita. Posto
N, = Ker (0 — an?), di guisa che N; -5 N, = N> -.. ed M
coincide con il limite diretto dei sottomoduli N,, cominciamo col dimostrare
che dimy (N,;) < co. Intanto & chiaro che dimy (N;) & finita; altrimenti non
sarebbe possibile definire la traccia di 6y,, poiché Oy, = awy, € T (iv,) non
ha senso @,

Procediamo adesso per induzione su 4 > 2. L’affermazione segue subito
dalla considerazione della successione esatta O — N, ;, - N, — N,/N, , - O,
poiché la dimensione di N,/N,_, dev’essere finita (al pari di quella di Nj_,)
poiché Oy, x, , = @y, , € si ripete il ragionamento precedente.

Per provare ora che v (¢) & addirittura finita, si indichi con s la
dimensione di N,/N,, per 2=2,3,.---. Facciamo vedere che s, > m, >
>mgy>>--+. Dimostriamo dapprima che 2, >m,, e procediamo poi per
induzione usando lo stesso ragionamento per il modulo P = M/N,, per il
quale 'analoga catena di sottomoduli Q; — Q, (- Q3 - .- - & fornita dalla
Q, = N;,/N;. Sia v;,--+,v,, una base di Ny € 24, , 0, Unjs1," " *) Unyimy
una di N,. IL’endomorfismo Oy — auy porta evidentemente N, in N,, ed anzi
in modo tale che i trasformati di 41 ,° " * Vmy4m, SOno elementi di N; linear-
mente indipendenti sopra F, da cui la conclusione. Segue quindi che la
successione delle codimensioni 7z, = my > m4; >+ -- & stazionaria.

'Sia m il valore definitivo della successione. Se 7 = 0 non c¢’& nulla
da dimostrare. Proviamo quindi per finire che & assurdo supporre # > o.
Sia ad esempio

dimg (N}) = 7o, dime (Npgs) = 70+ 72, dimp (Nppya) = rtg+ 272, -+

Oltre ad M, risulta certo anche M/N, elemento di Oé%, quindi non
& restrittivo supporre che sia sin dallinizio my =my = - =m e
dimg (N,) = .

Cid supposto, 'applicazione Oy — auy porta Njy; in Ny, ed ¢, per quanto
abbiamo visto, suriettiva. Possiamo cosi costruire una base 2y, 7,,v;,- -

(19) Infatti, se dimg (N;) = oo, esisterebbe qualche sottomodulo N; C N, tale che
dimg (Ny/N;) = 1, e quindi o—Nj —N; — Ny/N; — o implicherebbe [N;/Nj]= [N,]—
~—[N{] = [0o] (poiché N, ~ Nj) il che & assurdo.
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di M (sopra F) tale che i primi » vettori appartenganc ad N;, i secondi
vettori appartengano ad N, e siano tali che (Oy-— aw) (v;) = v, per
i=m-41,---,2m e cosi via. Rispetto alla base indicata, 0y si rappresenta
attraverso la seguente matrice (infinita) ad elementi in F, i cui «blocchi»
hanno tutti ordine sz

a o oi1 o o

o a oio I 0

o o aio o 1
a o oi1 O o
o a oio 1 o
o o aio o I

Consideriamo adesso la successione esatta O — N; - M — M/N, - O. E
chiaro che anche Oy, ha l'unico autovalore z, che M/N; ¢& allo stesso
modo limite diretto dei sottomoduli

Np/N; = Ker ((f)M/N1 — dLM/N1>h) per h=2,3,"-

ed infine che Oy, ammette la stessa rappresentazione matriciale di Oy
rispetto alla base «immagine» della base precedentemente fissata. Ne conse-
gue che M e M/N; sono isomorfi, sicché [N,] = [M]—[M/N,] = [0], quindi
T([N;]) =o0 per ogni traccia normalizzata T su 4. Ma N, ha dimensione
finita 7 sopra F, sicché T ([N,]) = Tr (By,) in virtd del Teorema III (1.1),
pertanto T ([N,]) == ma 72 0. L’assurdo prova l'asserto.

(4.2) Osservazioni. In conclusione abbiamo dimostrato che una cate-
goria € propriamente ammissibile che ammetta tracce normalizzate deve
essere necessariamente una sottocategoria della categoria & (anch’essa risul-
tante propriamente ammissibile), costituita da tutti quei moduli di torsione
M tali che M (2) abbia dimensione finita per ogni elemento =40 in F.

In particolare dal Teorema (4.1) segue che la categoria & tutta intera
non ammette tracce normalizzate.

V. LA TRACCIA SPETTRALE

1. Terminiamo questo lavoro determinando una categoria propriamente
ammissibile ", pitt grande di quella di Leray &£, possedente anch’essa una
traccia normalizzata (la quale estende allora naturalmente la traccia di Leray)
nel caso che il campo base F coincida con il campo C dei numeri complessi.
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(1.1) DEFINIZIONE. La categoria X ¢ costituita da tutti quei moduli
di torsione M tali che:

‘G) esiste al pide un'infinita numerabile di autovalori di Oy
(G3) dimp (M (@)) =v (&) < o0,VaeF—0O,

(i) la serie numerica E v (@) a ¢ assolutamente convergente.
a

(1.2) DEFINIZIONE. La somma delle serie in (jjj) si dice la traccia
spettrale di M, in simboli T, ([MY), ovvero, T, (Oy).

E agevole dimostrare che la categoria # & propriamente ammissibile
e che T, definisce veramente una traccia nel senso della Definizione II (5.2)
(¢ ovvio poi che trattasi di una traccia normalizzata). Cio segue immediata-
mente dal fatto che, se M’ & un sottomodulo di M, allora M’ (2) coincide
con M'NM (a), e M (@))M’ (&) = M/M’ (@), sicché in particolare v (a) =
= dimp M (&)) = dimp (M’ (@)) + dimz (M/M'(2)) (in altre parole, la molte-
plicita di ¢ in M & la somma di quella di ¢ in M’ e di ¢ in M/M").

Si osservi come qui (e nella stessa definizione che richiede una somma
indipendente dall’ordine degli addendi) lipotesi dell’assoluta convergenza
della serie «spettrale» sia del tutto necessaria.

2. La traccia spettrale T, ha, rispetto alla traccia di Leray, il vantaggio

di poter essere calcolata anche per particolari automorfismi di uno spazio

vettoriale di dimensione infinita. E chiaro che essa estende Tr; in quanto

Z coincide con quella sottocategoria di A~ costituita da quei moduli M tali che

esista soltanto un numero finito di autovalori di Oy e Try ((M]) = Z v(a) a,
a

essendo la somma a secondo membro estesa a quella totalitd finita di
autovalori.

3. Osserviamo per concludere che la categoria X~ & la massima cate-
goria propriamente ammissibile (nel caso F = C) che ammetta una traccia
normalizzata, qualora si aggiunga nella definizione di traccia la condizione
che T sia fortemente additiva, cioé commuti con le somme infinite:

T([e M) = 3T (M,

ove la serie a secondo membro & assolutamente convergente (da qui segue
in particolare che T ([M;]) deve essere diverso da zero al pili per un’infinita
numerabile di valori di 7). Come & ovvio allora, in virtu dei risultati gia visti,
la traccia spettrale T, ¢ 'unica traccia normalizzata fortemente additiva sulla
categoria X,



