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Algebra. — Un problema inevente al reticolo delle topologie su
di una potenza cartestana. Nota di Luict F. MAMONE, presentata ®
dal Socio B. SEGRE.

SuMMARY. — We investigate the lattice structure of the set of box topologies within the
lattice of all topologies of a cartesian power for a given set and find out that it is a sub—\/ —semi-
lattice but not, in general, a sublattice. Further we show that it is a sublattice iff the given
set is finite. Starting from these results we remark that the set of all topologies compatible
with a given algebra is a complete semilattice but not, in general, a lattice.

1. E noto che la famiglia delle topologie definibili su di un insieme asse-
gnato ¢&, rispetto alla relazione di finezza <, un reticolo completo. Lo scopo
di questo Lavoro sara quello di studiare da un punto di vista reticolare l'in-
sieme delle topologie prodotto su una potenza cartesiana. Nel seguito indiche-
remo con &, il reticolo delle topologie su di un insieme A e con T, il suo
sostegno; inoltre, se « & un cardinale, indicheremo con T¥’ il sottinsieme
di T« costituito dalle topologie prodotto su A e con #* la topologia prodotto,
elemento di T§”, relativa alla topologia # di T,. I principali risultati con-

seguiti nel presente Lavoro sono espressi dai seguenti enunciati.

I) Se a é un cardinale ¢ A un insieme, allora Tf,‘f) & un sub—\/ —semire-
ticolo di Gau ed in particolare, se o & finito, é un sub-\/—semireticolo completo.

IT) Dato un intero positivo n, condizione necessaria e sufficiente perché
T sia un sub—reticolo completo di Gan & che A sia Jinito.

Le Proposizioni I e II danno infine, come avremo modo di osservare,
soluzipne al problema, sollevato da M. Fattorosi-Barnaba in [3], di deter-
minare la struttura, per cido che attiene la relazione di finezza, dell'insieme
di tutte le topologie compatibili con una data algebra.

2. Cominciamo a provare la seguente proposizione:

IIT) Se A ¢ un insieme Sissato ed o é un cardinale, allova, data una
Jamiglia {¢t;€ Ty i€ 1} si ha:

21 Voo =(va)

tel iel

: (a)
(2.2) (q t,.) c q £,
i€ i€

(*) Nella seduta del 12 febbraio 1977.
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Dimostrazione. In generale & vero che, se 4,56€T, e 4 S 4, allora

£t < £, Poiché risulta ﬂ t;St;, S\ ¢4, per ogni i€, elevando alla «
vel iel

ogni membro delle precedenti inclusioni segue subito la (2.2) e la inclusione

del primo membro della (2.1) nel secondo membro.

Per provare completamente la (2.1) basta dimostrare che:

(2.3) (\/ t,-)m sV &,

iel " el

(a)
Per cio & evidentemente sufficiente mostrare che esiste una sottobase di (\/ t,o)
iel

) Consideriamo all'uopo la famiglia F di tutti i prodotti

contenuta in \ &
iel

cartesiani del tipo [T By, contenuti in A%, tali che per ogni indice v, salvo al
Y=o

pilt un numero finito di essi, B, = A e, per un numero finito di indici v,,- - -, v,
st abbia B, ,---, By, € U t; allora manifestamente F & una sottobase di
(@) iel
(\/ t,,). Se JI Bye F e se inoltre BYO, -+, By, sono tutti € soli i fattori
iel Y<a .
diversi da A, allora esisteranno #;,- -, 7, €{,€ Ty i€} tali che B, €, ,-
+yBy,€#,. Detti allora Y, = H X et(‘;’, tal che per ogni ¥y #Yn sia

<o

Xy=A e X,, = By, per ogni # tale che 0 <z < &, risultera Yo --- O Y, =
= I By e\/t‘“’, ne segue che F< \/ 4" e quindi I'asserto.
Y<a tel ) .

Dalla (2;1) si ha che TY & in generale un sub—V—semiretlcolo di 6o e
per di pili, qualora « sia un cardinale finito, un sub-V —semirticolo completo.
Rimane cosi dimostrata la Proposizione I. Notiamo che la completezza di Ty’
come sub-\/-semireticolo non si ha per ogni cardinale per la impossibilita
di esprimere la topologia discreta su una potenza infinita come topologia
prodotto, nella guisa mostrata dal seguente esempio. Per ogni £€ N sia
t={N, @ ,{£}} linfraspazio di &y associato a #4; allora risulta che

(©)
(\/ tk) & la pil fine tra le topologie prodotto su N, ma non & la topologia
keN ’

discreta su NY.

Osserviamo infine che, da quanto dlmostrato nella Proposizione III,
segue una generalizzazione. di un risultato gid ottenuto in [7] e cioé che, se
% ¢ un’algebra e se {#;: 7€ I} & una famiglia di topologie compatibili con %,
allora \/Iti ¢ ancora una topologia compatibile con .

1€
Proviamo ora-che:

IV) Dato un insieme A, condizione necessaria e sufficiente aﬁmﬁe, scelti
'comzmgue 5 ,teT,, per ogni intéro poszz‘zvo n risults

4  Gop” =4"04",
& che A sia finito.

9. — RENDICONTI 1977, vol. LXII, fasc. 2.
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Dimostrazione. Supponiamo che A sia finito e dimostriamo che vale la
(2.4); per il che, in forza della (2.2), basta mostrare che, dati #, % € Ty, risulta
OB S (10 4)™ per ogni n. Procediamo per induzione su #. Per %=1
laffermazione ¢ banalmente verificata; supponiamo allora che scelto z > 1
risulti vera l'affermazione per ogni £ <#—1, e proviamola per quell’z.
Indicato nel seguito con ¢} (¢) la 7—esima proiezione (1 <7 << 4) di un qual-
siasi punto # di A", sia B € A” un aperto di #™ N #"; allora per ogni punto p
di A" definiamo i seguenti- insiemi: Dy (p) = {(#y,"+ ) %pg) AP 1: (x;,- -

)y, E1(A)EBY ¢ linsieme Dy(g) = e (51, #) € Bz = 1 (9) - -

gy = (D)), Per ogni (xy, -, %, (p)) appartenente a B esiste
allora un blocco aperto in 4", XX +++XX,,, ed un blocco aperto in £,
YoX ¢+« XYy, tali che siano entrambi contenuti in B e tali che (xy,:--
e, Xnoy, € (P)) appartenga alla loro intersezione; pertanto i blocchi XoX - - -
ce e XX, 5 ed YoX -+ - X Y,_, sono contenuti in D, (p) e coprono D, (p) al variare
di (%, ++, %4y in Dy(p), onde Dy(p) & un aperto di 4 N £* . Poiché per
ipotesi induttiva si ha che £ VN & = (,N#)"", allora D,(p) sard
aperto in (4N%)" V. Analogamente D,(p) apparterrd a %% e quindi
in A" il sottinsieme D (p) = {(x;, +, ) €A : (%, +, 2, €D (p) ed
x,€ Dy (p)} sard un aperto di (40N z)™. ' ‘

Sia ora ze B esia S=D () N(A"—B). Se S= g, allora ze D(2) € B.
Supponiamo che S 7 &; allora per ogni g€ S sia W, =D ()N D (¢): si avra
quindi che, per ogni ¢g€S,g¢W, e zeW,. Infatti ¢ ¢B e quindi
7¢D(¢) 2 W,. Inoltre, poiché ge€S, (f(9), ), en-1(9), s (2)) appartiene
a B, dunque ¢, (¢) € D, (¢). Dal fatto che g€ S si ha che g€ D () e pertanto
(€(8) ,+++, 1 (2), s (g)) appartiene a B; ne segue allora che (¢ (2),---
“++, ey_1(2) & un elemento di D,(g) e 2€D(g), quindi e W,. Poiché D(g)
e D(z) sono aperti di (N %)™, allora D(g) "D () = W, & ancora un aperto
di (4N %)™, Infine, essendo W, N (A" — B) contenuto in S per ogni g€,
si avra ﬂ W, € B; e, poiché A & finito, Q W, e (0 %)™, Dal momento

g€

ges

che z"GQS' W, ed il precedente ragionamento pud essere ripetuto per ogni
element; z di B e per ogni aperto B di #™ N 4", si ottiene pertanto £ N & <
S (4,0 %)™; & cosi provata la sufficienza della condizione. '

- Dimostriamo ora che la .condizione ¢ anche necessaria; a tale scopo
supponiamo che A sia un insieme che riterremo senz'altro dotato - di
un_buon ordinamento, di cardinalita maggiore o uguale al numerabile
e proviamo che esistono #, t,e T, ed un intero positivo #z tali che
GO £ N4, Sia X un segmento iniziale di A di lunghezza o e sia
f:Q — X una biezione dell'insieme dei numeri razionalisu X. Se p,g€X,
.definiamo una funzione §: X* — R+ nel modo seguente 3 (p,¢) = | /1 (p) —
—f(¢)|. Allora 8 & evidentemente una metrica su X. Sia F, la famiglia
di sottinsiemi di A costituita dall’'unione delle seguenti famiglie di sottinsiemi:
i sottinsiemi di f(Q~) tali che differiscano da f(Q~) solo per un numero finito
di elementi; la famiglia di tutti i sottinsiemi di f(Q%); la famigha ridotta al
solo A. Allora F; & una base per una topologia # su A. Sia F,'la famiglia costi-
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tuita da zutti ¢ sottinsiemi del tipo f({z€Q:x <z <y}) per ogni x,y€Q

tali che x <y e da A. Allora F, & pure una base per una topologia #, su A,

che, ristretta ad. X, & I'immagine, tramite la f, della topologia euclidea su Q.
La topologia 7, gode evidentemente della seguente proprieta:

(2.5) se Cety e COfQ)F T, allora, se p¢ C e pef(Q), per ogni r
in Rt—{o} esiste un geC tale che 3(p,q) <r.

Dimostriamo allora che esiste un sottinsieme di A? tale ch’esso appar-
tenga a #7N#° ma non a (4N%4)?. Sia S il sottinsieme di A2 definito
come {(f(x),f(»):x<0,0<y e x7#—y}; allora Se#”, in quanto

S= U {@pef@Q):p#f()ix{ f(»)}). Daltro canto Se#”, perché

yeQt—{o
il sottoinsi{eine {(x,»eQ®: (f(x), f () €S} & aperto nella topologia euclidea
prodotto su Q2. Ne consegue allora che Se#¥N#.

Se S appartenesse a (% N%)®, per ogni s = (s5,s5)€S, dovrebbero
esistere V; e V, aperti in £, N¢, tali che seV; XV, & S. Dal modo in cui
& stato costruito S si ha che s, € £ (Q~) e quindi V; N f(Q~) 5 @. Per ipotesi
V,€#; pertanto esisterd LeF, tale che L f(Q),L<=V, ed s;e€L. Se
(F(— 72 (ss), $3) € V1 X V,, allora risulta V; X V,N(A?—S) £ g, e cid con-
trasta con l'ipotesi V; XV, € S. Supponiamo quindi che sia (f (— f71(sy)), 5o) ¢
¢ V1 XV,; allora otteniamo che f(—f(sp)) e f(Q7)—V, ed f(—f(sy) ¢ L.
Poiché V,e€%, esiste un intero positivo £ tale che {ye€A:3(y,s5) <
< 1/B} S V,; quindi LX{yeA:8(y,s) <1/k}SV;XV,. Per la (2.3)
esiste zoeL tale che & (f(—/'(sp),2,) <1/k per cui si ottiene che

S (— () eVy e dunque (20, f (— f1(2)) € Vi1 X V,. Ne consegue allora
che V;XxV,N(A®*—5)4+ % e cid & ancora in contrasto  con Iipotesi
VixXV,<S. Pertanto S ¢ (4 N2%)®, onde lasserto.

Dalla Proposizione IV, che da una condizione necessaria e sufficiente
per invertire linclusione della (2.2), si ottiene- facilmente e completamente
I'asserto della Proposizione II.

Osserviamo inoltre che la Proposizione IV porta ad affermare che, data
un’algebra ¥, se #, e # sono topologie compatibili con la struttura di %, allora,
in generale, ;N #, non lo & a meno che - non sia finita.
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