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Geometria. — 7Zopologie e calegorie associabili a spazi grafici o
a spazi pin generali, [ ¢ /7. Nota Il di Pier Virrorio CECCHE-
RINI, presentata ¢ dal Socio B. SEGRE.

SuMMARY. — This Note II is the continuation of Note I with the same title (« Rend.
Acc. Naz. Lincei» (8), (1976), 401—410), where the Bibliography is given.

4. CATEGORIE DEGLI SPAZI SOPRAGRAFICI, ecc.

4.1. Siano dati due s.sg. (ovvero due s.qg., ovvero due s.g.) (S,S) ed
(S",5), e sia f:S — S’ un’applicazione. Diremo che:

(1) f & lineare o & una /-applicazione se
x,y,2€8 allineati = f (x) , f (¥), f (¢) allineati;
(2) f & un omomorfismo o & una m—applicazione se
X' eS = f1(X)eS;
(3) f & continua o & una c—applicazione se
C' chiuso di &7 (S") = f1(C") chiuso di # (S);
(4) f & continua di tipo ¢# o ¢ una c*-applicazione, ove £ ¢ uno dei
simboli: 0,1, +++;(f), 0o, se
C’ chiuso di &7;(S8") = f1(C") chiuso di &, (S)

ove si ponga ()= (). Si noti che una ¢*-applicazione non & altro

che una c-applicazione.
Denotiamo con & la categoria per cui

Ob %Y = P — classe degli spazi di tipo x (x € {s.sg., s.qg., sg.}),
Mor #%¥ = classe delle y—applicazioni (y e {Z,m , }),

composizione di morfismi = composizione di funzioni .

(*) Lavoro svolto nell’ambito della Sez, n. 4 del G.N.S.A.G.A del C.N.R.

(**) Nella seduta dell’11 dicembre 1976.

(1) Si & indotti naturalmente ad aggiungere alle (1)-(4) la seguente definizione:

(5) f & continua di tipo ¥ o & una M—applicazione, ove k,he{o,1,--+,(f), 00}, se

C’ chiuso di &7} (S") = f1(C’) chiuso di .27 (S).

In tal modo una c**-applicazione non & altro che una c¥-applicazione. Sorgono perd compli-
cazioni per definire le corrispondenti categorie: ad esempio se £, % e N, esistenza dell’iden-
tita g comporta 4 < %, mentre l'esistenza del prodotto operatorio di due cF-applicazioni

comporta %z < 4.
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4.2. Risulta 58 < 9% < P onde si ottiene la catena di sotto-
categorie piene:

y(s.g.,y) S csfz(s.qg.,y) S g;(s.sg.,y) (‘v’y e {Z, m, ck}) )

4.3. ™ & una sottocategoria (non piena) di ¥V, per ogni x € {s.sg.,
s.qg., s.g.} -

Dimostrazione. Siano (S, S) ed (S',S’) due spazi di tipo «, € sia f:S —S’
un omomorfismo; dico che f ¢ lineare. Siano x,y,2€S tre punti distinti
allineati, e siano %', y', 2’ €S’ i punti corrispondenti, che possiamo supporre
distinti (altrimenti non ci sarebbe nulla da dimostrare). Allora /= (x" V »")
risulta uno s.s. di S contenente 2z, onde 2’ €z’ V »'. La sottocategoria non
¢ piena, come mostrano gli esempi (@), (¢) di 4.5. ’

4.4. ™™ & una sottocategoria, non piena, di % per ogni x € {s.sg.:
s.qg., s.g.}-

Dimostrazione. Siano (S, S) ed (S', S’) due spazi di tipo . Un omomor-
fismo f:S — S’ & continuo perché f~! trasforma elementi della sottobase S’
dei chiusi di 7 (S”) in elementi della sottobase S dei chiusi di &7 (S). La sotto-

A

categoria €& non piena, come mostrano gli esempi (4), (¢) di 4.5.

4.5. Esempi.

(a) Applicazioni lineari né omomorfismi né continue.

(@) Siano (S, S) ed (S',S’) spazi di tipo x, con S £ P (S). Sia X< S,
X ¢S, e fissiamo a',6' €S’ con a'#£4. La f:S—S' definita da: (x€S)
f(x)=2a se xeX,f(x) =25 se x¢ X risulta lineare ma non un omomorfismo
perché f1(a") =X ¢S. Nel caso poi in cui {chiusi di &7 (S)} 7 P (S), e scelto
X in P (S)—{chiusi di <7 (S)}, ne viene che f non risulta neppure continua.
! (a,) Sia S, uno s.g. geometricamente irriducibile di dimensione 7, e
siano Sy ed S, ;4 due suoi s.s. sghembi. La f:S,—S, definita da: (x€S,)
fx)=xsex€S, 4, f(x) =& VS, 1) NS;sex¢S, ; risulta lineare ma
non & un omomorfismo perché se X’ & uno s.s. di Sp, /(X)) = (X' VS, 44) —
— S, 1. Inoltre, non appena questo insieme non sia unione di un numero
finito di s.s. (ad esempio per S, =S, ),/ non risulta neppure continua.

(as) Siano S, ,S, 3, S; come in (a,). Fissiamo a'€S;. La f:S, — S,
definita da: (x€S,)f (x) =a’ se x€S, ;_1,f(*) =(x VS, 451)NSpse x¢S, ;,
¢ lineare, ma non ¢ un omomorfismo perché se X’ & uno s.s. di S, non contenente
a, (X)) =(X"VS, t1) —S; 4. Inoltre, se questo insieme non & unione
finita di s.s. (ad esempio S, =S, ), f non risulta neppure continua.

(b) Applicazioni continue né omomorfismi né lineari.

(4 Sia S =S’ =S, , lo spazio di Galois di dimensione 7 ed ordine g¢.
Una applicazione arbitraria f:S—S’ risulta continua. Dunque basta sce-
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gliere f non lineare e non omomorfismo (com’¢ certo possibile), per avere
I'esempio voluto.

(by) Sia S =5'=S, r. Fissiamo: due rette 7, s di S; una conica irridu-
cibile C' di S’; un punto &’'€ S’ —C’; una bijezione g:S— (»Us)—>C'. La
f:S—S definita da: (x€S) f(x) =a' sexerUs,f(x) =g (x) se x¢rUs
risulta continua, ma non & un omomorfismo perché f~1(a") =7»U s ¢S. Inoltre
f non ¢ lineare perché tre punti allineati e distinti di S — (»U s) vanno in tre
punti distinti di C’ e quindi non allineati.

(c) Applicazioni lineari e continue non omomorfismi.

Assumiamo S,S’,7,s come in (4,). Fissiamo: una retta »' di S, un
punto &' di #; una bijezione g:S— (»Us)—#". La f:S5S—S' definita da:
(xeS)f(x)=a' se xerUs, f(x) =g (x) se xerUs risulta lineare e con-
tinua ma non & un omomorfismo.

4.6. 1 monomorfismi (risp. epimorfismi) della categoria #“ sono i
morfismi iniettivi (risp. surgettivi), per ogni x € {s.sg., s.qg., s.g.}, € per ogni
yve{l,m,c}. (Dimostrazione standard).

4.7. Designamo con p. (%) la classe dei monomorfismi di una categoria %.
Allora:

© w@F"") s u (") (refssg, sag, sgh);
(s.qg-,m)\ ___ (s.qg., 1)\ .
2 v & )=u (& )

3) w(F"" S u(FC)  (re{ssg, sqg., sg).

Dimostrazione. (1), (3) subito da 4.3, 4.4, 4.6. (2) Siano (S,S), (S, S")
s.qg. e siaf: S — S’ un monomorfismo di &% cio¢ un’applicazione lineare
ed iniettiva (4.6). Per 4.6 basta verificare che f & un omomorfismo, cioé che
X'eS=X=71(X)eS. Ed invero: x,yeX,x#4y,z€xVy=zx =
=f@AfW=9,f(e)=2e€x’'Vy, ¥ Vy X e=seX =zeX. Cosi
XeS.

N.B. Dall’esempio (4;) di 4.5, si trae che nella (3) non vale necessaria-
mente il segno di uguaglianza. ‘

4.8. Il composto S@® S’ di due spazi di tipo x,S ed S, definito in 2.9
funge da coprodotto in ciascuna delle categorie " (x € {s.sg., s.qg., s.g.},
ye{l,m,c}). Inoltre o7 ():F“"™ —Top & un funtore covariante che con-
serva i coprodotti.

4.9. Applicazioni lineari iniettive, surgettive e biunivoche fra due s.g.
o affini sono state studiate risp. in [4], [3], [2] ®. I risultati ivi stabiliti
possono venire opportunamente estesi al caso di s.sg. o di s.qg.

(2) I numeri in [] rinviano alla bibliografia alla fine della Nota I.
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4.10.  Esistenza del limite divetto in %P,

Sia dato nella categoria %" un sistema diretto (S , 7,5) Su un insieme
filtrante A. Ogni s.g. del sistema venga concepito come una coppia (Sq, La),
secondo quanto detto in 2.5. Si ha allora:

<xa )_ya ) 3(1) € La = (raﬁ (xa> ) 7aB (.ya) ) 7’,13 (Za)) € LB (V“ ) BG A ) B 2 0() .

Sia (S,4,) =1mS$S,, ove dunque S = | |S,/~, con ~ data da:
[ ael
Ens

(x:yes’xesa;yesﬁ) XX~y & HYEA,YZM,ﬁt.C.rle(%’):7';3y<}/>,

faz‘_p"iazsa(ig—’ L.JSa“"é“‘)l_,Sa/N'

aeA aeA
Definiamo in S una struttura di s.g. secondo 2.5, nel modo seguente:
LeSxSxS, (x,y,2)ele=Jae A, 3%, , Vo » 24 € Sy t.C.
la(¥a) = %3 ta (Vo) = ¥ 5 la () = 2, (%o » Yo 20) € L -

La relazione L soddisfa alle proprietd L, — L, dette in 2.5 @, talché (S, L)
risulta uno s.g. secondo 2.5; inoltre per ogni € A, 4, :S, — S risulta lineare
in base alla definizione di L. In definitiva (S, #,) & un «bersaglio» in &€
per il sistema diretto dato. Se poi (S’,L’) & un altro s.g. e se (S, 5,) &€ un altro
bersaglio in #®#" per il sistema dato, l'applicazione f:S —S’ definita da
S (x) = s, (%,) allorché x, €S, e ¢, (x,) =x ¢ ben definita ed ¢ I'unica applica-
zione S — S’ per cui fo#, = s, per ogni « € A; infine si verifica che f & lineare @
e quindi, in conclusione (S,7,) = lim S,.

—
wls.g.,l)

(3) Li: z,y,2eS,|{x,y,2}| <3=>ToueA, Ira, Ya, 2acSa t.C. Iy (ty) = %,
ty (Vo) =¥ , 1y (24) = 2 con | {xa,Va, 20} | < 3= (¥a) Vo, 2a) e La=>(x,y,2)eL.

Lyt z,y,2¢S,(x,¥,2)eL=>Fue A, Iva, Yo, 2a e Sat.C.la (¥a) = ¥, l4 (y4) = ¥,
to(2a) =2, (Xa, Yo , 2a) € La = Lad (Yo , Za s 20)  (¥a » Za s Ya) s (Zas Yo, X)) =12 (v, 2, 2),
(x,2,9),(@#,9,%).

Ly: z,y,2,2¢S,(x,y,2),x,y,2)el=30,BelA, I2a, ¥4, 24 € Sq»
ng,yg,z’geSgt.c.z‘a(xa)=x,la(ya)=y,fa(za)=z,tg(x9)=x,z‘g(y9)=y,z‘e(z’a)=z’,
(xas}{ayza)ELa:(xﬂ’yB:Z'Q)GLQbaYEA:YZ“7Bt'c' xY=7MY(xd):7BY(xB):J'Y:
= 7ay (Vo) = 78y (¥8) » 2y = Zay (2a) , 2'y = 7ray (2'8) , &y (y) = 2, Iy (yy) = ¥, Iy(zy) = 2,
ty(2'y) = 2" & (#y, ¥y, 2y) € Ly, (xy, ¥y, 2'y) € Ly (perché le 7 sono lineari) == (xy, 2y, 2')) e
elye=>(v,2,8)el.

Ly: x,y,2,y,2¢S,(x,y,2)€L,(x,y,2),(r, ', 2) e L = (portandosi ad
uno stadio y e A abbastanza avanzato, come fatto per la verifica di Lg) Jye A, vy, ¥y
2y, V'yayeSy te () =2, Iy (Iy) =¥, iy (ay) = 2, iy (¥'y) = ¥, 5y (&) = 2/, (xy , 9y,
2y) €Ly, (By, ¥y, 2'y), (Fy, ¥y 2y) e Ly 2> Ax'y e Sy tic. (2, 7y, 2y) , (2, ¥y, 2'y) e Ly =
=32 eSS, 2 =1, (2'y) te. (#,7,2), (), 2)el.

4) (x,y,2)elL=Jue A, vy, Ya, 2o € Sa t.C. z‘u(xa)zx,z‘“(ya)=y,f“(za>zz,
(%o » Yau » 2a) € Lot = (S (%) 5 S @) 5 S (%)) € L' (perché le s sono lineari) ciod (f (x) S,

S (@) el
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N.B. Se ogni #, ¢ iniettiva (cio¢ se ogni 7,5 € iniettiva), un si. X &S
risulta uno s.s. di Se=p1(X) = | X, con X, ss. di S, ®.
a€A :

4.11. Esistenza del limite diretto in SE&NW = gemw)

Se % & una categoria, denotiamo con ¥* la sottocategoria di € definita
da: Ob %™ = Ob %, Hom¢w (A, B) = { fe Homg (A, B) | / mono in %}.
La seconda condizione si esprime, con le notazioni di 4.7, con Mor " = p. ().
E subito visto che se esistono in € limiti diretti di sistemi diretti di %, allora
esistono in ¥ limiti diretti di sistemi diretti di . In particolare, da 4.10,
4.7 segue che:

Esistono in F®&0® — gEem® 1imiti diretti di sistemi diretti della
categoria.

Inoltre, prendendo le inclusioni come morfismi della categoria suddetta,
si ha che:

Uno s.g. (S,S) ¢ il limite diretto dei suoi s.s. di dimensione finita:
S = lim S, (S; come in 3.1).

e

SaeSy
4.12.  Limiti divetti di spazi vettoriali e di spazi protettive.
Siano dati, su un medesimo insieme filtrante A, un sistema diretto di
campi:
(1 (Ko, #ap : Ko = Kp)
ed un sistema diretto di spazi vettoriali definito su (1):
(2) (Vo Tag: Vo = Vi) (ogni 7,5 semilineare iniettiva)

ove dunque V, ¢ un K,-spazio vettoriale ed inoltre 7,€V,, ¢, € K, =
=> Top (Co V) = Ao (6o) Top (¢,).  Posto

limK, = (K,5: K, >K) , lImV,=(V,i:V,>V),

V risulta uno spazio vettoriale su K, avendosi inoltre: 7z, €V, , ¢ € K, =
=By (6o Uy) = Sq (6o) Ty (0,). Inoltre ogni #, risulta iniettiva (come le #,p).

Siano poi (S(V),L) e (S(Va),L,) gli spazi proiettivi associati risp. a
V ed a V, Yo € A; denotiamo con [v] €S (V) e con [y,] €S (V,) i punti indivi-
duati da vettori non nulli veV ,¢,€V,. Per ogni «,Be A con « <B, defi-
niamo l'applicazione lineare 7,5 : S (V,) — S (Vg) data da 7,5 ([2]) = [7ap ()]
Si ottiene cosi in L®#P un sistema diretto:

(3) (S (Va> ’ ruﬂ) .

(5) Infatti, se X & uno s.s. di S, Xg = #71(X) & uno s.s. di S perché #, & un omomorfismo
(4.7, (2)); se ogni Xy & uno s.s. di Sy, presiz,y eS conx ==y e preso zex Vy, esiste a e A
ed esistono xy, Y, 2x €S t.C. o (¥a) =X, %4 (Ya) =¥, ta(2a) = 2 & (¥a, Ya » 2a) € La; per-
tanto z4 € Xy € quindi z e X.
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Ebbene, con le notazioni precedenti, risulta ®

S(V) =S @limV,) = limS (V,) .

Pili precisamente, posto per ogni [v,] €S (Vy), 4 ([t]) = [f, ()], si ha che
@ S (V)s2:S5 (Vo) =S (V))

¢ il limite diretto di (3). In altri termini: il funtore S(): Vett — &b
conserva i limiti diretti (Vett = categoria degli spazi vettoriali con morfismi
dati dalle applicazioni semilineari iniettive).

4.13. 1 funtore o () non conserva i limiti diretti.

Sappiamo (4.8) che il funtore &7 (): %™ — Top conserva i copro-
dotti. Esso non conserva perd i limiti diretti, come verrd ora stabilito.
Consideriamo dunque in £®%™ un sistema diretto

(1) (S s 74p) sistema diretto in F#®&™,

Se (1) ammette limite diretto in $®*™ questo non pud essere che il limite
diretto di (1) in &®#?, di cui la prima & una sottocategoria. In ogni caso
(1) ammette nella seconda il

(2) Iim S, = (S ) byt Sa > S) in tgp(s.g.,l).

Poiché ogni 7,5 : S, —Sg € un omomorfismo, ogni 7,5 € una funzione continua

(Se , # (Sa)) = (Sg , <7 (Sg)). Si ha cosi un
3) ((Se s A (SY) 5 7up) sistema diretto di Top

che ammette ivi il

) lim (S, , & (S.) =(S,%4,:S,—~S)  in Top.

(6) Invero: ogni 7y & manifestamente lineare; inoltre per ogni a, f e A con « < B risulta
f37ap = 2o perché V[oa] € S (Vo) risulta 75 7ap ([2a]) = 28 [Fap @a) ] = [#6 (Fap (7)) ] = [fa (20)] =
= 74 ([#a]). Cosl (4) & un bersaglio per (3) in S(sg-D. Sia (S', #'4 : S (Va) — S') un altro bersaglio
per (3). Definiamo f: S (V) — S’ nel modo seguente: se [z] €S (V) con = #, (vy) assumiamo
f([#]) = #« []; la definizione & ben posta ed f & 'unica funzione S (V)—S't.c. Va e A, fiy =#'s;
inoltre f & lineare perché se [«], [¢], [w] eS (V) risultano allineati in S (V), Ja,%eK tc.
w = au + bv; allora Jau,byec Ky, Jta,v0eVa tc. su(aq) = a, e (0a) =0, lx(te) = u,
o (vg) =7, onde w = aly (#a) + bty (vy) =_f—a (@ e + 0o ), € quindi g , Vo , Wa = ay te +
+ bg v € Vg t.C. x (4e) =1, y (Vo) =0, ty (Wy) = w. Cosi [Ug], [va], [®a] €S (V4) risultano
allineati in S (V) onde #q ([#a]) = f([#]), #a ([2a]) = f([2]), #'a ([wa]) = f([2]) risultano
allineati in S'.
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Si ottiene (4) ponendo in S = | | S,/~ la topologia quoziente della topologia
aecl

di | ]S somma delle topologie < (S,)
ael
e,y 2, S/~ (Pia =1 -
aeA aeA
Ebbene:

Se i morfismi 7,5 in (I) sono iniettivi, risulta

o ( lim S,) < hm ACH

y(s g.,0) Top

senza che necessariamente valga il segno di uguaglianza.
Invero X s.s. di hm S = p 1 (X) s.s. di (_]Sa per il V.B. di 4.10 e per

y(sg 1]
2.9 = p~1(X) chiuso di &7 ( l_| Sa) = EB o (S,) => X chiuso di lim A (Sy),
Top

per definizione di topologia quoziente. Cosi ogni chiuso di una sottobase di
chiusi di & (limS,) & un chiuso lim & (5;), e cid prova la prima parte del-
I’asserto. 4" ’

Per la seconda parte, si consideri lo s.g. (S, S) associato allo spazio vet-

toriale V = [ K; con K; = GF (¢) vZe N. Tale s.g. S & limite diretto dei
1eN R .

suoi s.s. Sy €Sy, ciod di dimensione finita, per 4.11. Attualmente ogni S, €S,

. ha un numero finito di punti, onde &7 (S,) risulta discreta per 3.5 ¢), e quindi

risulta discreta anche la topologia hm o (S,); mentre ovviamente & (hm Sy) =

=47 (S) non ¢ discreta.



