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Analisi matematica. — Problema di Goursat per le equazioni 
polivibranti. Nota I (1) di D e m e tr io  M angeron  (2M3) e M eh m et  
N a m ik  O g u z t ö r e li (4), presentata (*> dal Socio M . P ic o n e .

SUMMARY. —  In this paper a Goursat problem for a poly vibrating equation of higher 
order with analytic data is considered.

I. Introduzione

In séguito all’elaborazione dei lavori [i], [2] dovuti al primo degli Autori 
ed alla pubblicazione di un’elegantissima formula dovuta all’Illustre Acca­
demico Linceo Mauro Picone [3] un cospicuo numero di Note e Memorie 
dedicate allo studio delle equazioni polivibranti è stato inserito in diversi 
periodici di Matematica pura ed applicata. Recentemente, le equazioni 
polivibranti hanno trovato applicazioni negli studi concernenti le funzioni 
« spline» [4], [5] ed il disegno automatico delle superficie di forma qualunque 
[6], [7]- Indicazioni bibliografiche riguardanti la tematica collegata con le 
equazioni polivibranti trovansi alla fine della presente Nota [8]-[i5].

Si consideri un’equazione lineare polivibrante con coefficienti costanti 
d’ordine ky cioè un’equazione provvista di derivata Lm a totale di Picone 
[ï6], [17] di forma seguente:

( 1 . 1) d2Jc u(pc ,y)  ( a2*-2 il (x , y) ( _ a2 u (x , y)
dxk dyk ak“1 dxk~x dyk~l ~ Ü1 d x d y ~

+  a0 u(x fy) =  f  (x ,y)  ,

ove x e y  sono variabili reali, a0 , aL, • • - , ak_x sono costanti note e f ( x  , y) è 
una funzione pur essa nota. Si cerchi la soluzione dell’equazione (1.1) sod-
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disfacente le condizioni

( 1.2)

u (x , y0) =  p 0 (x) , u (x0 , y) =  q0 (y) ,

d2 u (x , y) 
dx dy y=y0 3^; d y X = X q

=  q1 (y) »

$ k-'i u {x ,y )  j 32*-2 u (x , y)
~  P k —1 \ X )  ì T. ! -

\y=y0 ZxK 1 dyh~1d x d y =  ?*-1(y ) ,

ove (*) e (y) sono funzioni note e tali che p v (x0) =  qv (y0) , v =  o , I , • • • 
, k — i . Assumiamo che si abbia

(!-3)

con

(14)

/ /  a v 1 /  (•* ■— ô)™ (y ■—yo)™f ( x , y ) =  2 j  /»» ----^  ^ ,

, (P) A»;
7)1=0

OO

S'v (y) =  2  24

m,n= 0  WZ\

(x — x0y
m=0 ^  1

(y — yo)*
73! v =  0 , I I ,

I y?nn I ^  M > I P'),m | ^  M , | ÿ'v.n | ^  M

(v =  O , i , k — I ; m , n  =  o ,  I , 2 ,• ••) ,

ove M è una costante positiva. Per risolvere il problema (i.i)-(i.2), facciamo 
uso del metodo della funzione F, da noi già applicato in un problema 
alquanto particolare [18]. Diciamo, seguendo [18], che F ( x , y , a , $ )  è una 
« F-funzione » se essa soddisfa le equazioni funzionali

(1-5).
2F (x , y  ; « , ß)

d X
F (x , y ; oc +  I , ß) ,

SF(x , y  ; a,  ß)
dy F (x,  y ;  a , ß +  i) ,

essendovi oc e ß parametri reali. Le funzioni F(x ,y , oc, ß) da noi introdotte 
sono « F-funzioni » rispetto ad ognuna delle variabili nel senso di C. Trues- 
dell [i9]-[2o].

Sia <p ( a , ß) una funzione definita per oc =  oc0 +  m , ß =  ß0 +  n , zn , n =  
=  ° , i , 2 , • • •, ove oc0 e ß0 sono costanti, tale che si abbia

(r -6) I 9 (a„ +  m , ß0 +  n) | <  M m , n =  o , i , 2 , • • •.
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Ha luogo il seguente teorema: L’unica soluzione delle equazioni funzio­
nali (1.5) soddisfacente la condizione

C1.7) F (*o > yo ; «■ » ß) =  <p (« , ß)

è data dalla formola

(1.8) F (x , y  ; a , ß) 2  9 (a +  m , ß 4- «)
m,n=0

(* — *„)m O — Jo)"
72!

2. Soluzione del  problema d i Goursat ( i . i ) - ( i .2)

Cerchiamo adesso una soluzione del problem a di Goursat (i.i)~ ( i.2 ) 
sotto la form a di una F -funzione nel senso di qui sopra. Per far ciò, assumiamo 
che questa F-funzione, denotiam ola F (x , jp ; oc , ß), si riduca ad una funzione 
? (a , ß) per ( x , y )  =  (x 0 , y 0). E pertanto, si tra tta  di determ inare la funzione 
cp (a , ß) (a =  a 0 +  m  , ß =  ß0 +  n ; ni , n =  o , i , 2 , • • •) in tal modo che la 
funzione F ( x , y  ; oc, ß), definita tram ite la formula (1.8), soddisfi ( i . i) - ( i .2 ) .

Poiché F (x , y  ; a , ß) è supposta essere una F-funzione, si ha in virtù 
delle equazioni (1.5)

a2v
(2>I) ' 3yv F ^  ’ y  ’ a ’ ß) =  F (x > y  ; a +  v ’ ß +  v) v =  i , 2 ,• • •,/§,

e dunque, dalle (1.1), (1.2), (1.8) e (2.1) si ottengono le seguenti equazioni 
a differenze parziali:

le- 1
F(x, y;a.  +  è , $ +  k) — F ( x , y  ; a. +  v , ß +  v) =  f  ( x , y) ,

v=0

F (x , y 0 ; a +  v , ß +  v) =  (x) ,

F  (x 0 , y  ; a +  v , ß +  v) =  qv (y)  , v =  o , i , • • •, k —  i .

Si ponga adesso

(2-3) <?m,n =  9 (x +  m  , ß +  fi) , m  , n =  o , 1 , 2 , • • *.

Sostituendo conseguentemente le serie di potenze di cui sopra in ambo i 
m em bri di ognuna delle equazioni (2.2) e facendo il confronto tra  i coeffi­
cienti dei term ini simili si ottengono le seguenti relazioni di ricorrenza per 
le tyrn, n •

le- 1
tym+k,n+Jc ’ 9m+v,w+v ~  fmn yv=0

:9w,0 î O,m ) 9w+L1 ~  P \,n n  > * * *> ~  P k - l , m  y

9o,n =  <70,72 > 91,72+1 — ÿi,n ) ' * ’> 9fc-l,»+&-l — Ç k - l ,n  y

( m, n  =  o ,  i ,2  , • • • ) •

(2.2)

(2.4)
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Siccome ß v (x0) =  qv (.y 0) , v =  o , i , • • -, k — i , si ha pure p 0>0 =  q0>0 , 
Pi,o — Çi,o Pk-1,0 =  Çk-i,o- Si può facilmente verificare che ogni cpOT>TC =  
~  9 (a +  m , ß +  n) è unicamente determinata tramite il sistema ricorrente 
(2.4) per qualsiasi valore di oc e ß.

Sia ora

(2-5)
k-l

a =  2
v=0

av

Tenendo conto delle disuguaglianze (1.4) si può dimostrare senza difficoltà, 
facendo uso del metodo d’induzione completa, che ha luogo la diseguaglianza

r(m,n)
( 2 -6 )  I §m,n  | < M  2  OC*,i=0
ove si è posto

(2-7) r (m , n) —

ed il simbolo [s] denota come al solito la parte intera del numero s. E pertanto 
per a <  i si ha

(2 .8) ?m,n < M
i — a =  Mj (m , n =  o , i , 2 , • • ■) ,

donde il Teorema: Per ogni fissata coppia di numeri (a0, ß0)’ la funzione 
9 (« , ß), definita per a =  a0 + ? « , ß  =  ß0 4 - « ; w , w  =  o , i , 2 , - - - ,  (2.3), 
(2.4), soddisfa la condizione (1.6) e la funzione F (x , y  ; a , ß) data mediante 
l’equazione (1.8) rappresenta l’unica soluzione analitica del problema di 
Goursat ( i . i ) - ( i .2) non appena si abbia a <  1.

3. Osservazioni

i. Il metodo esposto qui sopra può essere applicato nella ricerca delle 
soluzioni dei problemi di Goursat relativi alle equazioni polivibranti ancora 
più generali. La novità che abbiamo conseguito consiste nella determina­
zione della funzione cp ( a , ß) che genera la F-funzione tramite la formula 
(1.8) in modo che F soddisfi tanto l’equazione differenziale quanto le condizioni 
prescritte sulle caratteristiche.

2. Nello studio del nostro problema si può fare uso delle variabili complesse 
invece di quelle reali. Siano, ad esempio, z e Ç le variabili complesse (z =  
=  x +  iy , £ =  \  +  ii\) e si consideri l’equazione polivibrante

a2* u(z
+  ak-ì

g2fc-2 v ( z

dz*-1 SÇk-1
H------ h a

+  a0 v ( z ,  Ç) = / ( * ,  0  »

(3-1) dzk aÇ* '-I
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sottoposta alle condizioni

(3-2)

* (* » Ko) =  a  (*;

S2 V (? , Ö
C=ç0 =  A (*)

» ( ' O , 0  =  ÿ o ( 0 ,

s2 p (g , 0
dzdÇ Z = Z q

i i (Q

v ( z , - Q  
dz*-1 3Ç&1 K=K0

: P i -1 0 )
3 ^ “ 2 v ( z  , Q  

dzh- 1 aÇ*-1 |z=z0

essendovi A  (f) , A (0  > v =  ° , i , • • •, k — i funzioni analitiche note, deter­
minate dalle loro serie di potenze analoghe a quelle considerate in (1.3). 
L’applicazione del metodo di cui sopra conduce alla determinazione di un’uni- 
nica soluzione analitica del problema di Goursat (3.i)-(3.2). Sia v =  v ( z ,Z)  
la soluzione ricercata. Se si ha Z, =  z =  x ■— iy, l’equazione polivibrante (3.1) 
si riduce ad una delle equazioni iper- o poliarmoniche, felicemente introdotte 
dal Nostro Accademico Linceo [21], [22] e studiate in seguito con notevole 
successo dagli Accademici M. Nicolescu [23] e I. N. Vekua [24], [25].

3) Siccome i dati e la soluzione del problema studiato sono del tipo espo­
nenziale, il metodo di Laplace e quello della trasformata di Laplace-Picone 
ad intervallo d’integrazione finito [26]—[29] possono essere applicati nella 
ricerca della soluzione del problema ( i . i ) - ( i . 2) ossia (3 . i ) - ( 3-2).

4) Di fondamentale importanza nei nostri studi ulteriori concernenti la 
capacità di determinazione delle soluzioni dei problemi di Goursat o al con­
torno per le equazioni polivibranti relativi alle frontiere non caratteristiche 
sono i lavori dell Illustre Accademico Linceo Mauro Picone sulle equazioni 
alle derivate parziali del secondo ordine di tipo iperbolico in due variabili 
indipendenti [30].

5) Ricordiamo, infine, in tutt’altro ordine di idee, l’interesse che pre­
sentano oggidì le equazioni polivibranti e le equazioni polivibranti genera­
lizzate, di cui il prototipo è dato dal sistema

(3-3) [A (x) u f- AB (x) u\' -f- A [B (x) u' -f- C (x) u] — o ,

x (x^, X.t , • • ■, xm) 3 ni+»2+---+nm u  (V) 

3x1? 3xl2 • • • 3xl?

(34) S'”/“1 u (x) \
-1 V ni ~ x )  —  0  >
d x i  /  Z j= a j,b j

R =  ( a  <  Xj  <  b j  ; j  =  I , 2 , • • ., m)

nello studio dei problemi concernenti la geometria delle equazioni alle derivate 
parziali d’ordine superiore [31 ]—[32].
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