ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

DEMETRIO MANGERON, MEHMET NAMIK OGUZTORELI

Problema di Goursat per le equazioni polivibranti.
Nota I

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 61 (1976), n.6, p. 553-559.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_61_6_553_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_61_6_553_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1976.



D. MANGERON e M. N. OGUZTORELI, Problema di Goursat, ecc. 553

Analisi matematica. — Problema di Goursat per le equazion:
polivibranti. Nota 1 di DEMETRIO MANGERON ®® e MEHMET
Namix OGuzT6RELI ¥, presentata ® dal Socio M. Picone.

SUMMARY. — In this paper a Goursat problem for a polyvibrating equation of higher
order with analytic data is considered.

I. INTRODUZIONE

In seguito all’elaborazione dei lavori [1], [2] dovuti al primo degli Autori
ed alla pubblicazione di un’elegantissima formula dovuta all’Illustre Acca-
demico Linceo Mauro Picone [3] un cospicuo numero di Note e Memorie
dedicate allo studio delle equazioni polivibranti & stato inserito in diversi
periodici di Matematica pura ed applicata. Recentemente, le equazioni
polivibranti hanno trovato applicazioni negli studi concernenti le funzioni
«spline» [4], [5] ed il disegno automatico delle superficie di forma qualunque
[6], [7]. Indicazioni bibliografiche riguardanti la tematica collegata con le
equazioni polivibranti trovansi alla fine della presente Nota [8]-[135].

Si consideri un’equazione lineare polivibrante con coefficienti costanti
d’ordine 4, ciot un’equazione provvista di derivata A-ma totale di Picone
[16], [17] di forma seguente:

*u(x,y) 2y (x, ) Pu(x,y)
(r.1) _WW—}“%‘AW +t g Ty +
+aon(x,y)=f(x,5),
ove x e y sono variabili reali, @y, @, ,- -, @, sono costanti note e f(x,y) &

una funzione pur essa nota. Si cerchi la soluzione dell'equazione (1.1) sod-
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disfacente le condizioni

/ %<x’y0>=/)0(x) ’ %(xo,ﬂ:?o(y)y
Fulx,y) — p (D) Fulx,y)

ox 3y y=vo ’ ox 3y S =1 <J/> ’
(1.2)
2 (x, ) | ook
TR |, T bia (%) T gt |, T 7k ),

ove p, (x) e ¢, (¥) sono funzioni note e tali che g, (x,) = 7y (V) ,v=10,1,--
«+,#— 1. Assumiamo che si abbia

“' _ ¥ (x—x)" (¥ —yo)"
f(x’}/> - m’;zofmn 7%! %' )
x-x
(13) [ () = Emm @,
n
gy (¥) = qun<y yO) , V=0,1,'-,k—1,
con
(I-4> lfmnlSM’|Pv,ml§M’]¥v,nlSM
<V=O,I,'-',,é——'l;m,%ZO,I,Z,"'),

ove M ¢ una costante positiva. Per risolvere il problema (1.1)~(1.2), facciamo
uso del metodo della fumzione F, da noi gia applicato in un problema
alquanto particolare [18]. Diciamo, seguendo [18], che Flx,y;a,8) ¢ una
« F-funzione » se essa soddisfa le equazioni funzionali

- aF(x,y;OCyB):F<x,y;oc+1,@>:
ox
aF(x,a;;;fx,B) =F@,y;0,8+1),

essendovi o e P parametri reali. Le funzioni F(x,»,a,P) da noi introdotte
sono « F—funzioni » rispetto ad ognuna delle variabili nel senso di C. Trues-

dell [19]-[20].

Sia ¢ («, B) una funzione definita per a = a, -+ 7, p = Bo+72,m,n=
=0,1,2,'-+, ove « € B, sono costanti, tale che si abbia

(1.6) [ (ao+m,Bo+7n)| <M MM =0,1,2, -,
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Ha luogo il seguente teorema: L’unica soluzione delle equazioni funzio-
nali (1.5) soddisfacente la condizione

(1.7) Fx,205%,B) =¢(x,p)

¢ data dalla formola

(o]

(18 Flyia,B= X eGtm,ptrn TR0 020

m,n=0 H 7!

2. SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI GOURSAT (I.1)—(1.2)

Cerchiamo adesso una soluzione del problema di Goursat (1.1)- (1.2)
sotto la forma di una F-funzione nel senso di qui sopra. Per far cio, assumiamo
che questa F-funziore, denotiamola F (x, y; o, B), si riduca ad una funzione
@ (e, B) per (x,y) = (x,,,). E pertanto, si tratta di determinare la funzione
o(a,B)(@=ay+m,p=pF+n;m,n=0,1,2,---) in tal modo che la
funzione F(x,y;a,B), definita tramite la formula (1.8), soddisfi (r.1)—(1.2).

Poiche F(x,y; «,B) & supposta essere una F-funzione, si ha in virth
delle equazioni (1.5) :

2y

(2.1) F,y;0,B)=F(r,y;a+v,p+v) v=1,2, -4,

e %

e dunque, dalle (1.1), (1.2), (1. 8) e (2.1) si ottengono le seguenti equazioni
a differenze parziali:

k—1
\ F(x,y;oc—!—,é,B-]—é)—Z‘)aVF(x,y;oc—{—v,B-I—v)zf(x,y),

(2.2) ‘(‘F(x’yo;o(—f—\),ﬁ"{“\)):_pv(x))

i,F(xo,y;oc%—v,B—[—v):g\,(y), V=0,1, -, A—1I.
Si ponga adesso
(2.3) Omn =@ (x +m ,B 4 n), M, =0,1,2, -

Sostituendo conseguentemente le serie di potenze di cui sopra in ambo i
membri di ognuna delle equazioni (2.2) e facendo il confronto tra i coeffi-
cienti dei termini simili si ottengono le seguenti relazioni di ricorrenza per
le @,
E—1
Prnth, n+k ~ \:EO @y Py, nty = fmn ’

(2.4) ¢ Pm0 = Poms P11 = Prmstt Pmtk-1,k-1 = Prt,m s
Po,n = Go,ns Pront = G105 " s Ph—1,n+k—1 = Fh—1,n »

(my,m=o0,1,2,--).
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Siccome  py (o) = ¢y (¥0) ,v=0,1,--+,k—1, si ha pure p,,= 70,0 »
D1,0 = g1,0," " %5 Pr-1,0 = qr-1,0- Si puo facilmente verificare che ogni o, , =
= ¢ (¢ +m,B -+ n) & unicamente determinata tramite il sistema ricorrente
(2.4) per qualsiasi valore di « e .
Sia ora
E-1

(2.5) “ZZI“v]'

v=0
Tenendo conto delle disuguaglianze (1.4) si pud dimostrare senza difficolta,
facendo uso del metodo d’induzione completa, che ha luogo la diseguaglianza
r(m,n)

(2'6> H)mv,n , =M Z ai:
i=0

ove si & posto

oo {[3].])

ed il simbolo [s] denota come al solito la parte intera del numero s. E pertanto
per « < I si ha

M
<2‘8> ! (Pm,n ] S I

“‘OC:MI (m,ﬂ:O,I,Z,"'>,

donde il Teorema: Per ogni fissata coppia di numeri (%, 8,) la funzione
¢ (o, B), definita per « =og +m,B=By+n;m,n=0,1,2, -, (2.3),
(2.4), soddisfa la condizione (1.6) e la funzione F (v, v ; «,p) data mediante
Pequazione (1.8) rappresenta l'unica soluzione analitica del problema di
Goursat (1.1)—(1.2) non appena si abbia « < 1.

3. OSSERVAZIONI

1. Il metodo esposto qui sopra puo essere applicato nella ricerca delle
soluzioni dei problemi di Goursat relativi alle equazioni polivibranti ancora
pit generali. La novita che abbiamo conseguito consiste nella determina-
zione della funzione ¢ (x, ) che genera la F-funzione tramite la formula
(1.8) in modo che F soddisfi tanto I'equazione differenziale quanto le condizioni
prescritte sulle caratteristiche.

2. Nello studio del nostro problema si puo fare uso delle variabili complesse
invece di quelle reali. Siano, ad esempio, z e { le variabili complesse (z =
=z +2y,{ =& -+ ) e si consideri 'equazione polivibrante

29 (z,0)

P ,
(3.1) W+“k—1w+‘”+d1ﬂ+

3z 3¢

+a0v(z,C)=f(z,§),
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sottoposta alle condizioni

/U<Z»C0>=p0(g) v (20,0 = ¢0(0),

Fv(z,0) Fo(z,9
oA =pn® , —= =7
(3.2) 92 3¢ C=%, ! 9z 8¢ z=29 7
8zk~—2 v (Z C) 32]0—2 v (Z , C) .
\ i1 a:]}; = P <Z> ) k1 ack_l — = gk (C) ’
essendovi p,(2),¢9, () ,v=o0,1, -+, A— 1 funzioni analitiche note, deter-

minate dalle loro serie di potenze analoghe a quelle considerate in (I 3)-
L’applicazione del metodo di cui sopra conduce alla determinazione di un’uni-
nica soluzione analitica del problema di Goursat (3.1)~(3.2). Sia v = v(z,0)
la soluzione ricercata. Se si ha { = 2= x — 4y, I'equazione polivibrante (3.1)
si riduce ad una delle equazioni iper— o poliarmoniche, felicemente introdotte
dal Nostro Accademico Linceo [21], [22] e studiate in seguito con notevole
successo dagli Accademici M. Nicolescu [23] ¢ 1. N. Vekua [24], [25]-

3) Siccome i dati e la soluzione del problema studiato sono del tipo espo-
nenziale, il metodo di Laplace e quello della trasformata di Laplace-Picone
ad intervallo d’integrazione finito [26]-[29] possono essere applicati nella
ricerca della soluzione del problema (1.1)-(1.2) ossia (3.1)—(3.2).

4) Di fondamentale importanza nei nostri studi ulteriori concernenti la
capacita di determinazione delle soluzioni dei problemi di Goursat o al con-
torno per le equazioni polivibranti relativi alle frontiere non caratteristiche
sono i lavori dell'Illustre Accademico Linceo Mauro Picone sulle equazioni
alle derivate parziali del secondo ordine di tipo iperbolico in due variabili
indipendenti [30].

5) Ricordiamo, infine, in tutt’altro ordine di idee, linteresse che pre-
sentano oggidi le equazioni polivibranti e le equazioni polivibranti genera-
lizzate, di cui il prototipo & dato dal sistema

(3-3)  [A@E B @]+ A[B@)w +CE)u]l=o0,

Smtngt et g (1)

y — ... ! ==
T=(2, %, ), u QT ol < -
u (x) M=ty (x
n (v = 20—y
ox; oy’ a;=a5,b;

Rz{ajngséj;j:1)2:”'»7”}

nello studio dei problemi concernenti la geometria delle equazioni alle derivate
parziali d’ordine superiore [31]-[32].
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