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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI
Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta dell’11 dicembre 1976
Presiede 1/ Presidente della Classe BENIAMINO SEGRE

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Swu/ prodotto di due omomorfismi forti fra sistemi

algebrici. Nota di Giovanni DanToni, presentata®™ dal Socio
G. Zarppa. ~

SUMMARY. — One considers two strong homomorphisms, ¢ and ¢. In Sec. 3 one finds
a necessary and sufficient condition for the product ¢¢ to be a strong homomorphism. One
also proves the following result: if ¢ is surjective or ¢ is an isomorphism, then ¢¢ is a strong
homomorphism.

In Sec. 4 it is proved that any homomorphism can be split into the product of an iso-
morphism and a surjective strong homomorphism except for a particular case which is then
determined.

1. Ricordiamo alcune nozioni ben note ! per precisare in quale senso
le adopereremo in certi casi particolari (relazione nullaria, relazione #-—aria
vuota, omomorfismo forte, ecc.).

Sia A un insieme non vuoto e sia # un intero > o. )

Se & # > 1 si indica con A" 'insieme delle z-uple ordinate (a; , @, ,-+, @,) di elementi
di A (a;eA). Se & n=o0 si pone A= {g}.

Si chiama operazione z-aria definita su A una applicazione

(1) o A%~ A

di A” in A. L’intero 7 si chiama la aritad della operazione w. L’elemento di A che corrisponde
alla #—upla (@, @y,- -, @,) e A® mediante la o si indica con 4,4, -+ 2, », od anche con
® (2, @y, +, @) esi chiama il valore dell’operazione w nel punto (@, @y,-*+, 4,). Seén=o0
siha A= {@} ela (1) diventa o : {&} — A, quindi definire su A una operazione nullaria
vuol dire scegliere un elemento @ di A e porre o (&) = a. Questo elemento « si chiama 1’ele-
mento di A che corrisponde (o che & associato) all’operazione nullaria « e si indica con lo
stesso simbolo & dell’operazione nullaria, ciod si pone « = a.

(*) Nella seduta dell’t1 dicembre 1976.
(1) A. 1. MAUCEV (1973) — Algebraic Systems, Springer, Berlin. R.S. PIERCE (1968) -
Introduction to the Theory of Abstract Algebras, Holt, Rinehart and Winston, New York.

36. — RENDICONTI 1976, vol. LXI, fasc. 6.
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Si chiama relazione n—aria definita su A un qualunque sottoinsieme p di A”
(2) p CAM

Se & 72 = o allora la (2) diventa p C {&} e quindi le relazioni nullarie definite su A sono:
p=0 ep={g}

Per ogni intero z > o fra le relazioni z—arie definite su A c’¢ la relazione vuota:
p=0 CA"

Si chiama sistema algebrico, o semplicemente sistema, un insieme non vuoto A con
un insieme di operazioni definite su di esso e un insieme di relazioni, ciascuna con la sua arita,
definite pure su di esso. L’insieme A si chiama il sostegno del sistema.

Fissiamo un insieme

Qo = {o;| i eI}

di simboli w; a ciascuno dei quali & associato un intero 7; > o che chiamiamo la arita di o;.
Fissiamo un altro insieme
Qp = {Pj [7e]}

di simboli p; a ciascuno dei quali & associato un intero 7; > o che chiamiamo la arita di p;.
Supponiamo che sia Q,NQ, = & e poniamo Q = Q,UL,.

Consideriamo un insieme A non vuoto. Ad ogni simbolo «; facciamo corrispondere una
operazione definita su A e avente la stessa arita 7; di «;. Ad ogni simbolo p; facciamo corri-
spondere una relazione definita su A e avente la stessa aritd »; di p;. Otteniamo cosli un in-
sieme ({,)a di operazioni definite su A e un insieme ({,)a di relazioni, ciascuna con la sua
aritd, definite pure su A. La terna &/ = (A, (Qg)a, (Qp)a) si dice che & un sistema algebrico

~di tipo Q = Q,U L, e sostegno A.

La totalith dei sistemi algebrici che si ottengono nel modo suddetto, tenendo fissi €,
e Q, e facendo variare in tutti i modi possibili 'insieme A, le operazioni che corrispondono
ai simboli w; e le relazioni che corrispondono ai simboli p;, si chiama la classe dei sistemi
algebrici di tipo Q = Q,UQ,. '

Nel seguito un sistema algebrico di tipo Q = Q, U, e sostegno A sard indicato con
o = (A, Qu, Q) od anche semplicemente con &7. L’operazione che corrisponde al simbolo
; in & sard indicata con (©;)e e la relazione che corrisponde al simbolo p; in & sara indicata

con (pj)y.

2. Siano & = (A, Qq,, Q) e Z= (B, Oy, Q) sistemi algebrici di tipo Q = Q,UQ,.
Sia ¢ : A — B un’applicazione di A in B. Indichiamo con A¢ Pimmagine di A in B mediante
la 9:Ap = {ap|acA}.
Indichiamo con (p;) ¢ la relazione di arita 7z; definita su B nel modo seguente:
- Se & (pj)er # @ ed m; # o, allora poniamo:

P =@ 0,20, -, am;9) | (@, a,- -, am)) € ()}

~ Se & (pj)w = @ ed m; > o, allora poniamo: F¢ = &.
- Se & (pj)w # @ ed m; = o, allora poniamo: {&} ¢ = {7}.

o

Premesso cid poniamo le seguenti definizioni 2
a) Isomorfismo di &7 in & & un’applicazione biunivoca ¢ : A — B di A in B tale che:
) (a1, 000 ang (0)2) @ = (21 9) (229)* + +(n; P) (W) »
per ogni Z eI tale che 7; >1 e per ogni @, , @, *+, an; e A;
()7 ¢ = (0;), per ogni Zel tale che n; = o.

(2) Una formulazione delle definizioni di vari tipi di omomorfismo analoga a questa,
ma per il caso pilt generale delle corrispondenze omomorfe, trovasi in G. DANTONI, Sui 7ife-
rimenti rispetto ai quali una data corrispondenza fra sistemi relazionali é omomorfa, « Rend.
Acc. Naz. Lincei» (8), 57 (1974), 491-501.
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2) (e @ = (p)mN(A9)™, per ogni je].

4) Omomorfismo di 7 in % & un’applicazione ¢ : A — B di A in B tale che vale
la1)ela

3) (e @ C(pj)m0(A)"™, per ogni je].

¢) Omomorfismo forte di 2/ in # & un’applicazione ¢:A — B di A in B tale che
vale la 1) e la

4) (o= (p)m N (Ap)"/, per ogni je].

Nel seguito un omomorfismo ¢ di &/ in & sard indicato con ¢ :.97 — .

Osserviamo che

Unapplicazione @ : A — B ¢ un isomorfismo di o in B se e solo se ¢ un omomorfismo
Jorte e biuntvoco di I in B.

E noto che se o7 ¢ # sono algebre (cioé se & Q= @), allora ogni omomorfismo di .7 in #
¢ forte, e ogni omomorfismo biunivoco di &7 in & & un isomorfismo. Se invece 7 e % non sono

algebre ma sistemi algebrici, allora, in generale, non & vera né la prima né la seconda delle
dette proprieta.

3. Il prodotto di due omomorfismi fra sistemi algebrici & un omomor-
fismo ®, ma il prodotto di due omomorfismi forti in generale non & un omo-
morfismo forte.

Siano &/ , %, % sistemi algebrici di tipo Q = Q,U Q,.

a) Il prodotto di un omomorfismo forte ¢ :of —R per un omomorfismo
Jorte b B — € ¢ un omomorfismo forte se e solo se si ha

(3) [(ea N (ALY T4 = (ePa N (AR,  per ogni je].
Infatti, per ogni j€ J si ha

@ (P @ = (P O (Ag)™

(s) (Ppa b = (pie O (BY)™

perché ¢ e ¢ sono omomorfismi forti. Inoltre da Ap = B segue (A9) ¢ = BY,
quindi — [(Ag) $]" = (BY)™, quindi [A ()" = [(Ae) $]" = (BEH™ N
N [(A9) 4], E poiché [(Ag) ¢]" = (Ap)" ¢ si ha

(6) [A @] = (B N (Ag)™ ¢
Dalle (4), (5) e (6) segue
(e (@1) = [(p)w @1 & = [(e)a N (A@)™] ¢
(e)e O [A (@PI™ = (p)e N (B N (A9)™ & = (p))a ¢ 0 (Ag)™ ¢ .
Pertanto si ha
(P (#9) = (o3)e N [A (@d)]™

se e solo se vale la (3).

(3) A.I. MAL’CEV, loc. cit., p. 35.
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6) 11 prodotto di un omomorfismo forte suriettivo per um omomorfismo
Jorte qualungue ¢ un omomorfismo forte.

Infatti, se ¢ Ap = B allora si ha
[(p)a O (Ae)™] b = [(p)a O B™] b = (pa ¢
(p)a b O (Ae)™ = (p)a YO B™ ¢ = (pp)g ¢

e quindi vale la (3).

) 11 prodotto di un omomorfismo forte per un isomorfismo é un omo-
morfismo forte.

Dobbiamo dimostrare che se ¢:o —% & un omomorfismo forte e
¢ :% — % & un isomorfismo allora si ha:

¥ (ear (#9) = (p)e N (A (p$))™, per ogni je€]J.
Infatti, sappiamo che ¢{ & un omomorfismo e quindi si ha
®) (Po)ar (94) S (pide N (A (#9))™,  per ogni je]J.

Se & (pj)¢ = @ allora la (7) segue subito dalla (8). Se & (p))¢ 7% @ ed
m; = o, allora & (p;)¢ = {@} e quindi, essendo ¢ : & — % isomorfismo, si ha
anche (p)s § = (p)e O (BOYY = {5}, e quindi (p)s = {#}. Da questa,
essendo ¢ : o — % omomorfismo forte, segue (p;)r @ = (p)z N (AQ)"™ = {o}, e

quindi (p;)w = {@}; pertanto si ha (p)x (p4) = {2} € (p)e N (A (p§))" = {2},
e quindi anche in questo caso vale la (7).
Supponiamo ora che sia (p;)¢ # & ed m; > 1, e dimostriamo che si ha

) (e N (A (@) S (p1)ar (@) -
Infatti, sia
<IO> (cl sl ij) € (Pj)? N (A (CP‘LDWJ :

Da Ao S B segue A (p) = (Ao){ < By e quindi (A (pd)™ < (BY)™, e
quindi
(pe OV (A (eb)™ < (p)e N (BY)™ .

E poiché & (p)e N (BY)™ = (o) ¥ perché ¢ & un isomorfismo, si ha
che dalla (10) segue (&, ¢z, "+, ¢m) € (p)@ ¢ € quindi, sempre perché ¢ &
un isomorfismo, si ha

| (cl q)_l ) G2 4’—1 »1 Ty Oy 4)—1) € (P]‘)g .
Ma da c,e(Ap)y (r=1,2, +,m;) segue ¢,y € Ag, quindi si ha anche
: (£1 “I"_IJ C2 q)—l [ 6m1‘ qJ_l) € (A'cp>7nj

e quindi si ha

("1 "I)_l » C2 ‘P‘l »" Y fm_,' (‘11—1) € (Pj).%' N (Acp>m7 .
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Ma & (p))g O (Ap)™ = (p;)w @ perché ¢ & un omomorfismo forte, quindi
si ha

(Cl ‘I-'_l y Ca 4’—1 PR ij q)_l) € (P])M P .
Da questa, essendo ¢ omomorfismo forte, segue che esistono @, a, ,- - -

*+oyam; €A tali che ¢, =¢, {1 (r=1,2,---,m;), ed inoltre (g, a5,
“+*y ap) € (p)wr. Pertanto dalla (10) segue

(Cl yCay° e, “mj> = (al y @ay 0y amj') <<P¢> € (p])&f (CPLI))
e quindi vale la (9). Dalle (8) e (9) segue la (7).

d) Dalla proprieta 4) (o dalla ¢)), tenendo presente che ogni omomorfismo
forte ¢ il prodotto di un omomorfismo forte suriettivo per un isomorfismo @,
segue che

Gli omomorfismi che si possono decomporre nel prodotto di un omomor-
Jismo forte suriettivo per un isomorfismo sono tutti e soli gli omomorfismi forti.

4. Dimostriamo ora il seguente
TEOREMA. Siano of = (A,Q,,Q,) ¢ = (B,Q,,Q,) sistemi alge-
© brici di tipo Q = Q,U Q,.

Condizione necessaria e sufficiente affinché un omomorfismo ¢:f — B
si possa decomporre mel prodotto di un isomorfismo per un omomorfismo forte
suriettivo & che per ogni j € tale che m;=0 e (0;)o = & sia anche (0;)g = 2.

La condizione & necessaria. Infatti, supponiamo che ¢ :s/ — % si possa
decomporre nel prodotto di un isomorfismo e:% —% per un omomorfismo
forte suriettivo §: ¥ — . Siaj € J talechem;=o0e (p,)y = @. Siha (p)wec=
= (p)e N (Ae)", ciot @ = (p))eN {2}, quindi (p)¢ non pud essere {z},
quindi & (p)¢ =@. Ma si ha anche (pj¢ ¢ = (p)a N (CY)™, quindi
o = (ppa 0 {2}, quindi (p))s non pud essere {z}, quindi & (p,)z = 2.

La condizione ¢ sufficiente. Infatti, consideriamo il sistema % = (C, Q,,, Q)
di tipo Q = Q,U Q,, definito nel seguente modo.

— Il sostegno di € & linsieme C = ({1} XA)U ({2} X B) .
~ Se & 7n; = 0 poniamo: (w;)¢ = (I, (&,)x).
—Set m=1ec=(1,a)e{l}XA (r=1,2,--,u), poniamo:
€16yt Ly, (mi>ﬂ = (I 101G =0t Ay ((0,;).20-
- Se € #;>1 e almeno uno dei ¢, ¢z, -+, ¢, sta in {2} XB, poniamo:

C1Cy v Ly, (“"%‘)tf = (2 » &1 by - bn,' <“)i)$)

dove &4, & il secondo elemento di ¢, se ¢, € {2} XB, mentre 4, = a, ¢ se &
6= (1,a)e {1} XA.

(4) A. 1. MAL'CEV, loc. cit., pp. 45—46.
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Indichiamo con & : A —C ed &:B—C le applicazioni di A in C e di B
in C definite da

ae, =(1,a),be,=(2,6), perogni acA,beB.

Poniamo
(11) (e)e = (P &1V (Pj)ea €, per ogni je€]J.

Con cio risulta definito il sistema algebrico .
Indichiamo infine con ¢ :C — B l'applicazione di C in B definita da

(1,e)y=ua¢p,(2,0)y=2=0, per ogni acA,beB.
@) Si ha ¢ =1¢{ perché, per ogni acA, & a(e ) = (ac) ¢ =
= (I ) @) b = ap.
6) L’applicazione g : A —C & un isomorfismo di & in ¥.

Infatti, la ¢ ¢ biunivoca. Inoltre, per »#, =o0 si ha
(e &1 = (1, (@0e) = (0)e -
Per n;>1 ed ay,a5, -+, a,,€ Asi ha

(@ ay - ap ())& = (1,205 -+ 2y, (0)r) =

=(1,a)(1,a) (1, dn,-) (0)¢ = (a15) (@€ - '(“n; &) (0w -
Verifichiamo infine che, per ogni ;€] si ha
(12) (e)ar &1 = (pj)e O (Ae)™ .

Infatti, non pud essere (p;)w 7% @ e (p;)g = @ perché dall’esistenza del-
Pomomorfismo ¢ : . — % segue (pj)v ¢ < (p;)@. Non pud essere m; =0,
(pper = & , (p)@ = {B}, per lipotesi del teorema. Se ¢ m;=>0 e (p)w =
= (p)a = @, allora la (12) segue subito dalla (11). Anche nel caso m; =0 e
(e = (p)# = {@} la (12) segue subito dalla (11).

Se e m; =1, (pjw =3 e (p)@ 7 &, allora per la (11) & (p;)¢ = (p))a &,
quindi & (p;)¢ N (Ae))™ = @, quindi vale la (12). Infine, se & m;>1, (p))w 7 &
e (pj)a 7 @, allora per la (11) & (p;)e N (Ae)™ = (p;)wr & che & la (12).

¢) L’applicazione ¢ :C — B & un omomorfismo forte di € su tutto Z.

Infatti, la ¢ & su tutto B. Inoltre, per #;=o0 si ha
@ded = (1, (@) b = (0w @ = (@) -

Per niy=1e ¢1,¢0,°+,6,€C con ¢, = (1,a)e{I} XA (r=1,2,"+,n),
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si ha:

(61 Ca° " Cpy; ("%‘)?) ‘p = (I y B Qg 0 p; ((’)i)ﬂ) q) = (d]_ Qg Ay, (‘W’)&i} ¢ =
= (a1 9¢) (229)-- '(“ni ?) (@)z =
=[(1,a) $][(1, @) 4]+ - - [(1, @) d] (@))a = (a1 ¥) (2 9) - - * (6, ¥) (09 -

Infine sia #; >1 e almeno uno dei ¢, ¢, -+, ¢,, sia elemento di {2} XB.
In questo caso si ha:

(13) (ereg - Cn; (wi)‘é’) b= (2,8,6y --- bn,' (©)a) b=

= 51 62 e bn,‘ ("%‘)@ ’
dove, se & ¢, = (2, 6,) € {2} X B, allora &, & il secondo elemento di ¢, e si ha
quindi ¢, ¢ = (2,8,) 9y =46,; se & ¢, = (1 ya) €{1} X A, allora & 6, =a, ¢

e si ha quindi ¢, ¢ = (1, a,) § = a,¢ = 4,. In entrambi i casi si ha ¢, ¢ = 4,
e quindi dalla (13) segue

(s bn; (0)) b = (a §) () (en; ) (09)a -

Ci resta da verificare che &

(14) (ei)e ¥ = (p))a -
Infatti si ha:
(15) (eide b = [(pp)w &1V (pp)m =] ¥
(16) (e)z ® < (p)#, perché o:.of —% & un omomorfismo.

Se & (pj)er = @ allora ¢ anche (pj)y = & per la (16), e quindi per la (13)
¢ (p)e ¥ =@, e quindi vale la (14). Se & (p)g# & ed m; = o, allora &
(p)z = {2}, quindi, per Pipotesi del teorema, & anche (p;))y = {2}, quindi
per la (15) & (ppe b = {2}, quindi vale la (14). Se (p)a~ 2 ,m;>1 e
(p)er = 2, allora per la (15) ¢ (p)e b =[(p,)z %] ¢ = (p)a, € quindi vale
la (14).

Infine, se ¢ (p)a7# @ ,m; =1 e (p;)y # o, allora si ha

(17) | [ el ¥ =(pw o [(epa e ¥ = (p))a
e dalle (15), (17) e (16) segue
(e b = [(er 1V (Pa ] b = [(p)er &1] PV [(p)ar 2] ¥ =

= (P eV (pp)a = (p))a

e quindi anche in questo caso vale la (14).
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Dal teorema dimostrato segue subito il seguente

COROLLARIO. Se in Q, non ci sono simboli di relazioni nullarie, cioé se &
mj; =1 per ogni je ], allora ogni omomorfismo fra sistemi algebrici di tipo
Q= Q, U Q, si puo decomporre nel prodotto di un isomorfismo per un omomor-
Jismo forte suriettivo.

OSSERVAZIONE. Se nella definizione di classe dei sistemi algebrici di
tipo Q= Q,UQ, si mette la condizione che ad ogni simbolo di relazione
nullaria g, (7; = 0) deve corrispondere sempre la stessa relazione, @ oppure
{#}, in tutti i sistemi della classe, allora si ha che ogni omomorfismo fra sistemi
algebrici di tipo Q= Q,U Q, si pud decomporre nel prodotto di un isomor-
fismo per un omomorfismo forte suriettivo.



