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Equazioni a derivate parziali. — Sulla risoluzione di alcune 
classi di equazioni quasi-ellittiche ed ellittico-paraboliche di ordine 2 n . 
Nota di L aura  Castellano , presentata (*> dal Socio C. M ir a n d a .

SUMMARY. — An existence and uniqueness theorem of Dirichlet’s problem for a quasi- 
elliptic equation is stated; making use of this theorem an evolution equation is also solved.

Utilizzando degli opportuni spazi di Sobolev con peso, M. Troisi [11] 
ha studiato problem i al contorno per equazioni quasi-ellittiche in un  dominio 
lim itato Q =  DxX • • • X ù j  ç  R n. Indicato con A  un operatore differenziale 
lineare quasi-ellittico e con degli operatori differenziali lineari di frontiera, 
egli ha ottenuto teoremi di esistenza e unicità per il problem a

A u ==/

B ̂  u =  o

nelle ipotesi, tra  le altre, che il coefficiente di u in A  sia singolare sulla parte 
angolosa S della frontiera di fi oppure che la quasi-ellitticità di A  degeneri 
su S. Egli elim ina queste ipotesi nel caso che sia fi =  Q j X ^  , A  sia forte­
m ente quasi ellittico e le condizioni al contorno siano quelle di Dirichlet 
omogenee.

In questa N ota viene presentato un teorem a di esistenza ed unicità per 
il problem a di Dirichlet omogeneo relativo ad u n  operatore differenziale a 
coefficienti reali quasi-ellittico non verificante le ipotesi menzionate. Tale 
teorem a, conseguito con tecniche classiche, opportunam ente modificando e 
utilizzando anche risultati di Troisi [11], viene poi adoperato per risolvere, 
con là teoria dei sem igruppi, il problem a di Cauchy

T>tu  -]- A u  — f  

u (o) =  u 0

in cui A è l’operatore (non coercivd) studiato precedentem ente. Viene perciò 
risolto un problem a di Dirichlet in Ù X ]o ,T[ per una equazione ellittico-para- 
bolica non quasi-ellittica. Nel caso che A  sia l’operatore fortemente qu asi- 
ellittico studiato da Troisi tale problem a è ancora risolubile e si ha così un 
nuovo risultato  per una equazione quasi-ellittica.

i. Sia O un  aperto di R n del tipo f ì =  X x ] ^ , ^ [  con X aperto lim itato 
di R*“1 con frontiera localmente lipschitziana. Per ogni x r — (xx , • • •, xn) 
poniam o xn =  y.

(*) Nella seduta del 13 novembre 1976.
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Indichiam o con N , M0 ed M tre num eri interi non negativi tali che N 
è pari e N >  M0 >  M ; consideriamo le n-pìe m ~  (2 N , • • •, 2 N , 2 M) e

q =  ^1 , • • - , i , ^ j s e  è M >  o, e, per ogni ?z~pla a =  (oq , • • - , an) di interi

non negati vi, poniamo: | a ] =  oq -f- • • • +  &n > (a , q ) =  oq -|- • • • - f a w_j +  an (2N/2M)
4 al

se è M >  o , (a , tf) =  | à | se è M =  o e oq =  o , Da — —-----  -- ,
1 11 1 ‘

D y =  Da nel caso oq =  • • • =  oq_4 — o .
Consideriam o quindi l’operatore

(i) A (V, D) =  2  (— i)|P,Dt‘ (aBp(ar')Do) +  ( - i ) M°D “«(^(Jr')D“0+1)
(a,g)<N

a coefficienti reali e verificante la seguente condizione di foi'te quasi—ellitticità 
rispetto al multi—indice m: esiste [i e ]o , +  oo[ tale che

(2) Me x  (oa+ê ' ) r +,i> i x ( s i ^ r  + si5»rM(a,^)=N U=1
(ß.?)=N

per ogni x ! e O e E, =  (Si , * * *, £w) e R w, essendo 8 =  0 nel caso M =  o.
Osserviam o che A è quasi-ellittico rispetto al m ulti-indice ni — (2 N , • • • 

• • 2 N , 2 M0 +  0  se, come supponiam o, è b (V) 7^ o; poniam o perciò anche

l 1 ’
i

2 N

t ) (<* . ?o) ^al +  * • * +  &n-1 +  a j?
2 N

,1 _  I ~  I 1 1  I I /fr— J. 1 ~ ’ U  _  I2 M0 4 - I /  \ 2 M0 +
Sia Sx una parte chiusa della frontiera SX di X, poniamo

-)•

3X O =  (aX — s x) x ] a , ò [  , 3flù  =  X x W .  , 36 0  =  Xx{£}

ed infine
S — 3 0  — {3X O U 9a O tJ db 0 } .

Definiamo poi in O la funzione p (xr) = ---- ï-pr- dist (x r, S) dove è un
^  y 2i

fissato num ero reale >  1 e >  —pr- sup dist (x r, S) ; per ogni ^ reale indi-
y 2 æ'eQ

chiam o con W^N (O) lo spazio delle funzioni reali u tali che ps+^ ’̂ “ 2N> 
Da u e L 2 fO) per (oc , ^ 0) <  2 N, m unito della norma:

Il ^  ll-^N /rn =  \ T )  U  |s+(a.,ì0)-2 N  1
s ' (a,?0)<2N

dove, per ogni r  reale si è posto | u  |r — || pr u  ||l2(Q) ; indichiam o inoltre 
con L j (O) lo spazio delle funzioni reali u  tali che ps # e L 2 (O) m unito della 
norm a | u |s .

Al fine di precisare le condizioni su 3 0  cui si richiede che soddisfi la 
soluzione u  del problem a, osserviamo che l’operatore A  (x'f D) è propriamente 
quasi—ellittico d i tipo N su 3X O e di tipo M0 +  1 o M0 su 3a O e M0 o M0 +  I
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su 3b 0  secondo che ivi risulti b f i )  >  o oppure b f i )  <  0 , dove per opera­
tore A  f i ,  D) propriam ente quasi-ellittico di tipo h su una parte H Ç dii 
intendiam o un  operatore che goda della seguente proprietà: detta P 0 f i ,  £) la 
parte principale del polinomio associato ad A f i  , D), per ogni x r e H, per 
ogni vettore reale \ x f i  o tangente in x r ad H e per ogni vettore reale f i  o 
norm ale in x r ad H ed orientato verso l’interno di £3, l’equazione 
P f i , +  z%2) — o nell’ incognita z ha h radici con parte im m aginaria
positiva.

Supponiam o che per ogni x ! G £2 sia b f i )  >  o, il problem a di Dirichleti 
studiato è allora il seguente:

(3) u e  W f  (Q)

(4) A u f k u  = / / e  L Î(Û ), X reale

su 3X £2 per k -= 0 3,* • -, N — I

(s) » 
s II 0 su da £2 per k =- 0 , ' -, M0

su db £2 per k == 0 , M0 —

essendo v il vettore norm ale esterno ad £2 nel generico punto di 3Û •—• S.
Facciamo le seguenti ipotesi:

ai) Esiste un ricoprimento di 9X •— Sx costituito da un numero finito 
di aperti Ix , • • •, 11, di R 72™1 disgiunti da Sx è tali che ad ogni I; sia possibile 
associare un omeomorfismo oq di classe C°° di I £ sul cilindro {x G R n_1 : x \ -f- • • •
• * * +  xn-% <  1 , •— i <  x n_x LÌ 1} i l  quale trasformi I j f ì X  nelVinsieme 
{x e R n_1 : x x +  • • • +  % _ 2 <  1 , x n_x =■ o; sia soddisfatta inoltre la seguente 
condizione di compatibilità', se I £ I ;- f i  0 esiste un omeomorfismo ß -̂ di classe 
C e a facobiano positivo di oq ( I £ n  1 )̂ su ocj (I* O Ij) tale che olj (fi) =  ß -̂ (oc£ f ij)  
per ogni x  e 1{C) lj  .

ad) h  si stono una funzione  <r f i )  G C°° (£2 ■— S) fi C0,1 (£2) e due costanti 
positive cx e c2 tali che per ogni x r G £2 si abbia'. cx p f i )  <  a (x ’) <  ^  p f i ) -

. 03) ««9 6 C° (Q) Per (a , q) =  (ß , q) =  n , aaß 6 L°° (Q) per (a +  ß , q) 
(2 N , b e  C° (Q)) , o >  T>y b e L°° (Q) e Dy b <  o se M0 >  o.

2N °gni a ’ ß’
P ; T>v 6 e -L~ (Q) per | « | =  <  M0 , a #  e C |ßl (Q —  S) per
(<*>?) =  ( ß , ? )  =  N.

as) Per la funzione  <7 (V) di cui all'ipotesi a2) esistono delle costanti ca 
tali che per ogni a e per ogni x ’ e Q si abbia-. \ Da a (V) ] <  ra a ^ |ct|+1 (V). 

Vale il

TEOREMA I. Nelle ipotesi a4) , ■ • •, a4) esiste X0 >  O tale che per X >  X0 
i l  problema (3)—(5) ha per s =  n  una e una sola soluzione-, se in particolare
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nell'operatore A  è M0 =  o, nelPulteriore ipotesi <%) esistono A0 >  o e s0 e ]o , i [  
tali che il  problema (3)-(S) ha una e una sola soluzione per ogni X >  A0 e per 
ogni s e  [N •— ^0 > N +  s0].

2. Consideriamo ancora le seguenti ipotesi:

bj) Esiste una funzione g (V) e C°° (fi •— S) f i C0,1 (Q) tale che per ogni 
a esiste ca >  o : | Da a | <  ca c U ^ +1 e a (.x r) =  p (.x ') in un intorno di S,

bì) «aß 6 CO (Q) n  (Ö — S)) jter (a , ?) =  (ß , q) =  N , «ag 6 L°° (Q)
(oc -)- ß , 2 N , D ß «aß £ L n _(u+Yjî0) (Q) (a , ÿ0) <  N, (ß , q0) <  n,

T <  ß ) b e  C° (Q) , Dy b e LN_(2M0+i-a,®0) (^ )  ' I a I ~  <  M0 , b <  o,
ed osserviamo che si possono definire spazi di Sobolev con peso g anziché 
p per i quali valgono ancora tu tte  le proprietà richieste e che indicherem o 
ancora con gli stessi simboli W 2f i  (Q) e L* (fi). Indicherem o poi con 
W f  (fi , a/av) lo spazio delle funzioni u e  W^N (fi) e verificanti le (5). Vale il

Teorema II. Nelle ipotesi a±)y a2) e b2) Poperatore

— A :  u e  w f  (fi , a/av) c= L'__n (fi) —  A « e LÎ_N (Q)

i  generatore infinitesimale di un semigruppo di classe C0 per s — N; m  
ticolare è M0 =  o, sostituendo Pipotesi #2) 1°  1̂) ^  e ]o , i[
«ta/é? /a tesi è ancora valida per ogni s e [N *— , N +  j 0] .

U n  teorem a di questo tipo vale anche per un operatore fortemente quasi- 
ellittico in fi =  O r X f i2 ç= R x

I dettagli e le dim ostrazioni dei teoremi qui presentati sono esposti in 
un lavoro che sarà pubblicato su « Ricerche di M atem atica ».
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