ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

LAURA CASTELLANO

Sulla risoluzione di alcune classi di equazioni
quasi-ellittiche ed ellittico-paraboliche di ordine 2 N.

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 61 (1976), n.5, p. 396-400.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_61_5_396_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1976_8_61_5_396_0
http://www.bdim.eu/

396 Lincei - Rend. Sc. fis. mat. ¢ nat. — Vol. LXI — novembre 1976

Equazioni a derivate parziali. — Swl/la risoluzione di alcune
classi di equazioni quasi—ellittiche ed ellittico—paraboliche di ordine 2 x.
Nota di Laura CasTeLLANO, presentata ® dal Socio C. MIRANDA.

SUMMARY. — An existence and uniqueness theorem of Dirichlet’s problem for a quasi-
elliptic equation is stated; making use of this theorem an evolution equation is also solved.

Utilizzando degli opportuni spazi di Sobolev con peso, M. Troisi [11]
ha studiato problemi al contorno per equazioni quasi—ellittiche in un dominio
limitato Q = QX --- X Q € R™ Indicato con A un operatore differenziale
lineare quasi—ellittico e con B; degli operatori differenziali lineari di frontiera,
egli ha ottenuto teoremi di esistenza e unicitd per il problema

Au=f

Bij%:O

nelle ipotesi, tra le altre, che il coefficiente di » in A sia singolare sulla parte
angolosa S della frontiera di Q oppure che la quasi—ellitticita di A degeneri
su S. Egli elimina queste ipotesi nel caso che sia Q = Q,XQ,, A sia forte-
mente quasi ellittico e le condizioni al contorno siano quelle di Dirichlet
omogenee.

In questa Nota viene presentato un teorema di esistenza ed unicita per
il problema di Dirichlet omogeneo relativo ad un operatore differenziale a
coefficienti reali quasi—ellittico non verificante le ipotesi menzionate. Tale
teorema, conseguito con tecniche classiche, opportunamente modificando e
utilizzando anche risultati di Troist [11], viene poi adoperato per risolvere,
con la teoria dei semigruppi, il problema di Cauchy

Dyu +Au = f
% (0) = u,
in cui A ¢ Poperatore (mon coercivo) studiato precedentemente. Viene percio
risolto un problema di Dirichlet in QX ]o ,T[ per una equazione ellittico—para-
bolica non quasi—ellittica. Nel caso che A sia 'operatore fortemente quasi—

ellittico studiato da Troisi tale problema ¢ ancora risolubile e si ha cosi un
nuovo risultato per una equazione quasi—ellittica.

1. Sia Q un aperto di R® del tipo Q = X X]a, 6 con X aperto limitato
di R™?! con frontiera localmente lipschitziana. Per ogni ' = (a1, -, %)

. !
poniamo x, = ¥.

(*) Nella seduta del 13 novembre 1976.



LAURA CASTELLANO, Swlla risoluzione di alcune classi, ecc. 397

Indichiamo con N,M, ed M tre numeri interi non negativi tali che N

¢ pari € N >M,=>M; consideriamo le #-ple m=(2N,---;2N,2M) e
N N . . .. .
g=|1,"-,1, ” se ¢ M >0, e, per ogni #—pla o = (o ,--+, o,) di interi
non negativi, poniamo: |o|=o -+ +o,, {¢,g) = o+ - - o, 4+, (2N/2M)
\ \ Sl

se € M>o0, (« =|a] se ¢ M=0 e o,=o0, D"=-_ —
3 ( !g) ‘ ] n ) Sx{-ax,l y

Dy = D" nel caso oy =+ =0, ,=0.

Consideriamo quindi 'operatore

1) AGD) = 3 (DD (s () DY 4 (= " DY (6 () Dy

a,g)<N

a coefficienti reali e verificante la seguente condizione di forte quasi—ellitticitd
rispetto al multi—indice m: esiste p. € o, + oo tale che

n—1
@) He X, ()P ()T = (Z & Y+ 38, |)
(a,q)=N k=1
(3:q)=N
per ogni ¥’ €Q ¢ E — ¢y, 8D € R essendo & = o nel caso M = o.

Osserviamo che A ¢ quasi-cllittico rispetto al multi-indice 7 = (2 N,- -+
<+, 2N, 2M, + 1) se, come supponiamo, ¢ & (") 7 0; poniamo percid anche
2N 2N
=1, ,1,——— | ¢ {a =f{o 4+ o, oy —— ).
9o () 3 ’2M0—|-I) <yq0) (1+ +nl+ n 2M0—|—I)
Sia Sx una parte chiusa della frontiera 8X di X, poniamo

Ix Q=X —5S)X]a,6[ , 2,Q=Xx{a , 3 Q=Xx{s

ed infine
S=30—{x QU3 QU Q}.

LI dist (x',S) dove & & un

AP ’

fissato numero reale > 1 e > —— sup dist (', S); per ogni s reale indi-
‘ 2 el

chiamo con WY (Q) lo spazio delle funzioni reali « tali che p

D% e L2 (Q) per («,g,) <2 N, munito della norma:

Definiamo poi in Q la funzione p (x") =

s+(a,g0)—2N |

n = D* -
f ||W§N(c) (a,%;m ' |8+(ﬂ,40) 2N »

dove, per ogni » reale si & posto |# |, = | ¢" %|lLzq); indichiamo inoltre
con L (Q) lo spazio delle funzioni reali z tali che p* 2 € L% (Q) munito della
norma |# | . ,

Al fine di precisare le condizioni su 2Q cui si richiede che soddisfi la

soluzione # del problema, osserviamo che I'operatore A (x', D) & propriamente
quasi—ellittico di tipo N su 3x Q e di tipo Mg + 1 0 Mg s 3,2 ¢ Mg 0 My 41
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su 9 Q secondo che ivi risulti & (z") > o oppure & (x) <o, dove per opera-
tore A (x', D) propriamente quasi-ellittico di tipo %4 su una parte H < 30
intendiamo un operatore che goda della seguente proprieta: detta P, (x/, £) la
parte principale del polinomio associato ad A (x', D), per ogni x' € H, per
ogni vettore reale & 5= o tangente in 2" ad H e per ogni vettore reale &, £ 0
normale in x° ad H ed orientato verso linterno di , l'equazione
P(x',E, + 2%,) = 0 nell’incognita # ha /% radici con parte immaginaria
positiva.

Supponiamo che per ogni x'€ Q sia & (x") > o, il problema di Dirichleti
studiato ¢ allora il seguente:

©) ue Wit (Q)
(4) Au 4 du = f feLI(Q), A reale

su 2x Q per £=0, -+, N—1
() %%,5*20 su 3, Q per kA=o0, -, M,

su 9 Q per £=0,-,M;— 1

essendo v il vettore normale esterno ad Q nel generico punto di 3Q—S,

Facciamo le seguenti ipotesi:

ay) Esiste un ricoprimento di 3X — Sx costituito da un numero ‘ﬁm'z‘o
di aperti 1y -+, I; di R™ disgiunti da Sx e tali che ad ogwi 1; sia possibile
assocz’arf un omeomorfismo o; di classe C° di 1; sul cilindro {x € R*1: 4% 4. ..
et Ny =1, — 1 <Zux,, <1} i quale trasformi 1, X  mellinsieme
freR™tix] ...+ Ko s <1, Xy = 0; Sia soddisfatta inoltre la seguente
condizione di compatibilita: se 1,0 I; 7 @ esiste un omeomorfismo B;; di classe
C* ¢ a .‘/awbz'zmo positivodi o; (1, " 1)) su oy (1,0 1)) tale che o;(x) = By (o (%))
per ogni x € LN 1;.

N ay) Esistono una funzione (x") e C®(Q—S) h C"' (Q) ¢ due costanti
positive ¢ e ¢y tali che per ogni x' € Q s abbia: ¢ p(x) <o (x) <cyp(x).
- @) € CO() per o, g) = (B,g) =N, ap € L™ (Q) per [« +6,9)

(2N, 6eCo()), 02D, 6eL®(Q) ¢ Db <0 se My >o0.
44) Per Ogﬂl. 2, B, per Ogﬂl. Y S B , PZN—(UL+qu) DB—‘Y i e Loo (Q),

2N — (M, o, o 00 =
\02. Mo+t Q)DybeL Q)  per | o | == o, <M,, aaQeCw(Q——S) per
{o,q)=(B,¢) =n.

. @) Per la funzione o (") di cui all'ipotesi ay) esistono delle costanti ¢,
tali che per ogni o e per ogni x' € QO si abbia: |ID*6 (2) | < ¢ ol
Vale il

) TEOREMA L. Nelle Lpotesi ay) -+, ay) esiste Ny > O tale che per N =),
il problema (3)~(5) ha Der s =N una e una sola soluzione; se in particolare
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nell operatore A & My = o, nell'ulteriore ipotesi as) esistono hy >0 ¢ sy € Jo, i[
tali che il problema (3)—(5) ha una e una sola soluzione per ogni N =>hg e per
ogni s € [N—ys4, N + 54].

2. Consideriamo ancora le seguenti ipotesi:

b)) Esiste una funzione o (x") € C* (Q—S)yNC"' (Q) tale che per ogni
w esiste ¢, >0: | D6 | <g o M oo (x) = o (¥) in un intorno di S,

by) aga€ COQNCH(Q—S8)) per (u,q)=(B.¢) =N, apeL>(Q)
per (a+B,g0) <2N,DP e LR (v (Q) per (o, 40) <N, (B,40) <N,
Y <B,6eCo(Q), Dybe LY pngti-aqy (Q) per-|al=a, <My, D, 6 <o,
ed osserviamo che si possono definire spazi di Sobolev con peso ¢ anziché
p per i quali valgono ancora tutte le proprietd richieste e che indicheremo
ancora con gli stessi simboli Wi' (Q) e L7(Q). Indicheremo poi con
W (Q, 3/av) lo spazio delle funzioni xe W2 (Q) e verificanti le (5). Vale il

TEOREMA I1. Nelle ipotesi a)), ay) e b,) [operatore
—AineWN(Q, 3/ cLi N (Q) »—Auec Ly (Q)

¢ gemeratore infinitesimale di un semigruppo di classe Cy per s = N; se in par-
ticolare ¢ My = 0, sostituendo I'ipotesi ay) con la by) si ha che esiste sy€ Jo, i[

\

tale che la tesi é amcora valida per ogni s€ [N —sy, N + 50].
Un teorema di questo tipo vale anche per un operatore fortemente quasi-
ellittico in Q = Q, xQ, < R,

I dettagli e le dimostrazioni dei teoremi qui presentati sono esposti in
un lavoro che sard pubblicato su « Ricerche di Matematica ».
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