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Calcolo delle variazioni. — Su  una convergenza di successioni 
di integrali del Calcolo delle Variazioni. Nota di G ioconda M osca- 
riello  (#), presentata (**> dal Socio C. M iran da .

Summary. — A new kind of convergence for integrals of the Calculus of Variations 
was considered in [6], where a compactness theorem was given.

Here, using some results of [4], we give a compactness result for a smaller class of func­
tional possessing minima in Sobolev spaces, and deduce, by this convergence of integrals, 
the convergence of their minima and minimum points in suitable spaces.

Introduzione

In un recente lavoro [6] è stato considerato un tipo di convergenza 
per successioni di integrali della forma

j* /  (x , Du) (Q aperto di R,?)
fi

con /  =  /  (x yw) funzione reale definita in R2*1 soddisfacente alle condizioni
(p >  1)

p_______
a) I w  I <  y /  (x , w) <  s (1 +  I w  ])

p ______________P _________ _
b) ] ] //  (x , w) •—- ] //  (x , w r) I <  I w ~  w f I .

Tale convergenza è caratterizzata al modo seguente: per ogni O aperto 
limitato di Rn,

(1) uh , u 6 C1 (RB) uh -> u in I? (Q) => | /  (x , Du) <  lim inf j f h (x , Duh)
Q fi

(2) Vu e C1 (Rn) 3wk e C1 (R») : wh — u g Cj (fi)

e

zvh u in L00 (fi) , j /  (x , Du) =  lim j f h(x , Dwh) .
Q Q

(*) Lavoro eseguito con borsa di studio del CNR per laureandi per l’Anno Acc. I975“7 *̂ 
Istituto Matematico « R. Caccioppoli », Via Mezzocannone 8, Napoli.

(**) Nella seduta del 13 novembre 1976.
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Per la convergenza (i), (2) viene dato in [6] un teorema di compattezza 
sequenziale e, limitatamente al caso di forme quadratiche (p  =  2) del tipo:

/ * ( * , « )  =  S  a i j t h  ( x )  W i  W j , 
b i ­

posto per cp e L2 (fi):

Qa (Cl , v) =  J / h( x , Dv)
Q

M* (Q , ?) : min
veni’2 (Q)

Qä (P ^ )  +  9^ ' =  Qä'(Ü , % (9)) +  9«A (9)

un risultato del tipo

( uh (9) “■* u (9) in L2 (fì)
(1), (2) => \

( Mh (Q , 9) -> M (O , 9 ),

ove u (9) e M (Û , 9) sono definiti da

M (£2 ,9 )  =  min
V6HJ’2 (Q.)

f ( x  yDv) +  cpv
Q Q

=  . / ( ^ ,D « ( 9 ) ) ,+  9« (9)
Q

e inoltre

/  (# , (x) Wj .
i j

In questa Nota, facendo uso di alcuni risultati contenuti in [4], estendiamo 
un teorema di questo genere ad una classe particolare di funzionali del tipo 
a)y b) che, nel caso p  =  2, contiene le forme quadratiche.

Successivamente esaminiamo una convergenza più fine per i funzionali 
della classe considerata, da cui segue la convergenza forte in H1,2? delle solu­
zioni di problemi di minimo corrispondenti, generalizzando un teorema, 
relativo a forme quadratiche uniformemente ellittiche, contenuto in [3].

i. D efin iz ioni e richiam i 

Riportiamo alcune definizioni e proposizioni per la cui dimostrazione
cfr [4].

Se (X , t) è uno spazio sequenziale e (fh) una successione di funzioni 
da X in R =  R U { — 00, +  °°}> definiamo le funzioni di x e  X (cfr. [4])

P“,  (t) lim inf f h (x) =  inf { lim inf f h (xh) A  x)
h h

r~q (t) lim sup f h (x) =  inf { lim sup f h (xk) : xh x} .
h h
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D e fin iz io n e  i .i .  Se a e t  sono convergenze su X, diremo che /  è il 
F “ (a , t ) limite sequenziale della successione ( f h) in X ( /  =  F~q -(a , t) lim f h) 
se e solo se Vr e X  h

f  (x) =  r ~ q (a) lim inf f h (x) =  ( t )  lim sup f h (x) .
A h

Quando a =  t porremo

(a-, a) lim f h =  r s~q (a) lim f h.
h fi

Proposizione 1.2. Se g  e C®eq (X , t) (1) e / =  r~q (t) lim / Ä
h

f  + g =  r^q (t) lim ( f h +  g) .  -
h

Proposizione 1 .3 . Siano f h : X -> [o , 00] , t  convergenza sepa­
rata {2) e g una convergenza più  fine di t  tali che

(fh (xhj)h convergente => (xh)h sequenzialmente G-compatta .

Se f  — r ~ q (a) lim f h allora anche f  =  T~q (t) lim f h .
h h

Teorema 1.4. Siano G e t  convergenze su X , f h : X —> R £ f  — 
=  r - q  (er, t)  lim / A . Ä  esiste K X sequenzialmente G-compatto tale che

allora

Se inoltre

inf f h =  inf / Ä V ^ eN

min /  =  min /  =  lim inf / A ,
K X h x

a; £ / A (a;a) -> inf f  allora f  (x) =  min / .

In generale non si ottiene alcuna informazione sulla T-convergenza dei 
punti di minimo xh ài f h) in certe ipotesi è possibile, però ottenere tale condi­
zione come mostra ad esempio il seguente risultato:

P ro p o s iz io n e  1.5. Sia X di Banach, f h: X - > R  tali che

+ Y ( l l * - J l l x) V Ä e N . V . j e X  

y-: R+—► R+ i  crescente, continua, y (ó) ~  o.

,(i) Con C®eq (X , t) denotiamo l’insieme delle funzioni /  eR x T-sequenzialmente 
continue su X.

(2) Una convergenza t  è separata quando ogni successione convergente secondo t  
ha un unico limite.
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Se /  -- rseq (id , s) lini f h (3) e xh sono tali che
h

A  (*a) =  min A  ==■ min f h (K «/-compatto)
X K

allora xh x e f  (x) — min /  — min /  .
x K

Per ogni aperto £2 limitato di Rn denotiamo con C£ (£2) lo spazio delle 
funzioni continue in £2 con le derivate prime e a supporto compatto contenuto 
in £2.

Posto

D u =
(

dU
3x1

3u \

sia H y  (Q) (J, >  1) la chiusura di Cj (£2) rispetto alla norma

il «11 = ( j
Du

2. Successioni di integrali del calcolo delle variazioni

In questo paragrafo, utilizzando i risultati precedenti, consideriamo i 
T (or, t) limiti sequenziali di certe successioni di integrali del Calcolo delle 
Variazioni, per opportune scelte delle convergenze a e t, ottenendo alcuni 
teoremi di chiusura e compattezza di classi di funzionali e di convergenza 
debole o forte in Spazi di Sobolev dei loro vettori minimanti.

Fissati n , s >  1 (n intero), p  >  1, denotiamo con l’insieme delle
funzioni reali misurabili f  = f  (x ,w ) definite per x , w  € Rn e soddisfacenti 
alle condizioni

I W  ] <  ] ì f  (.X > w )  < s ( l  + |  W  I)

P_______  A___ :____
I y f  (x ì w)  '— y / ( x , w f) 1 <  ^ 1 w  •— w'  \

(2.2) /  (x , w) ~{-f-(x, w ’) > 2  f  ^X , w ~fW  ̂ -f- I w  ■— w f \P

per ogni w  , w r e Rw e per quasi ogni x e Rw.
d Sia poi, per ogni aperto limitato O di Rw, ^ >s (£2) la classe dei funzionali 

efiniti in (£2) del tipo:

(2.3) F (u) =  j / ( x , D u ) d x
fl

con f e  .

(2.1)

(3) Con w indichiamo la convergenza debole in X e con s quella forte.
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Cominciamo col dimostrare un Teorema di compattezza sequenziale 
della classe ^  s (Q) rispetto alla r"q (w) convergenza, w  essendo la topologia 
debole di (Q), facendo uso di un teorema di compattezza su C1 (R'1) 
rispetto alla P~ (1/ (Q)) convergenza per successioni di funzionali del tipo 
(2.O, (2.3), provato in [6].

Precisamente sussiste il seguente

Teorema 2.1. Se allora esiste (h^ streit. crescente ed  / e
tale che, per ogni aperto limitato Û di RH,

(2.4) J  f ( x ,  Du) =  r-q (tv -  U l’v (Q)) lim f hr (X , D«)
Q

per ogni u e (Q).
Inoltre, per ogni <p e If' (Q) (i jp +  i \p' — i), denotati con

(2-5) uh (?) , «(<p)

i  punti di minimo dei funzionali:

® e Hj’p (Q) -*• f [/a (x , DF) +  cpt/].
(2.6)

J0

si ha\

V 6 H i’-*1 (Ü) -► [
JQ

[ f ( x  , DF) +  <pw] ,

(2 -7) «A, (?) -*• «  (?) in w -  Hj’27 (Q)

Dimostrazione. Fissato Q e posto, per ogni h ed u

(2.8) Fa («) =  f fh (x , Du) ,
Q

grazie al Teorema i e alla Proposizione IV di [6] esiste una successione stret­
tamente crescente di interi (Ar)‘ ed una funzione /  =  / (x ,w )  verificante (2.1) 
tale che

(2.9) G («) =  j  f  (x , Du) =  JT ( l i  (Sì)) lim FAr («) Vu e C1 (RM) .
Q

Inoltre, posto V w e H j’p (Q):

( Ip fu) u e C1 (R9
Gr (u) =

+  00 u  e (Q)
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per la Proposizione 1.5 -e i Teoremi 3.7, 3.8 di [2], esiste un funzionale 
G : HJ’p (Q) —* R, verificante la condizione

I G1/p (u) — Gl,p ( v ) \ < s \ \ u  — v Hhi.P(Q)

tale che:

G (u) =  r  (If  (Q)) lim G,, (u) Vu e HJ*p (Ci) .
r

<?» -,
Se dimostriamo che G (u) =  G (u) \/u e C , allora per motivi di conti­

nuità, avremo anche provato che

(2.10) J / ( x , D u )  =  r ~  (L? (Ü)) lim Fhr (u) V u e H l0’p (Ci)

Per provare che, assegnata u g C1, si ha

G (iì) <  G (ti) ,

sia ^ e C 1 tale che ur -+ u  in LP (Q) e G (u) =  lim FÄr (ur)\ allora:
r

G (u) <  lim inf Gr (ur) — lim Fhr (û ) =  G (u) .

Viceversa sia u G C1 tale che G (lì) < 0 0 .  Se uh e (£2) è tale che ur - >  u 
in 1?  (D) e G (lì) =  lim Gr'(^r), si ha definitivamente Gr (ur) <  0 0 , da cuir
Ur G C1 e G (lì) <  lim inf F Ä (ur) =  G (u).

r r

Grazie alla Proposizione 1.3 e alla Proposizione 1.4 di [1] si ha allora, 
oltre alla (2.10), che:

(2.11) G (u) =  j f ( x  , Du) =  r~q (wq) lini FAr (u) =
fi

. . -  r- (wQ) lim («) Vu e Hj’p (Q ).
r '

(Ove %  indica la topologia debole di (Q)).
Per provare che/  verifica la (2.2) osserviamo che, invocando nuovamente 

il Teorema 1 di [6], si può dimostrare la relazione

(2.12) j  I Du -— Dv \p 2 j /  ^x', D" j" Dt- j  <  J f ( x , D u ) + j f ( x , D v )
Q' Qf Q' Q'

per ogni u , v G C1 e per ogni Q! aperto limitato di Rn.
Indicando con (q^ la successione dei polinomi reali in n variabili reali 

a coefficienti razionali, evidentemente esiste, grazie alla (2.12), un sottoinsieme

24 — RENDICONTI 1976, vol. LXI, fase. 5.
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M di Rn di misura nulla secondo Lebesgue tale che per ogni h , k e Vx e Rw— M:

(2.13)

< f ( x , T > ç A( x ) ) + f ( x , D ç k (x)).

Poiché, per x fissato in R” — M, la successione (Dph (x)) è densa in R“, 
allora, utilizzando la (2.1) e la (2.13) si ottiene per /  la (2.2).

Si osservi ora, che poiché (per la Proposizione 1.11 di [4]) V y e l f  (ti)

G (v) +  J rpv =  (w) lim |VAr (v) +  J  <pv
Q Q

e i funzionali (2.6) hanno i loro unici punti di minimo uh (<p) , u (9) in un 
insieme del tipo || v ||hLp <q) <  c (9), dal Teorema 1.4 si deduce la (2.7).

In quest’ultima parte del lavoro consideriamo un limite del tipo F~q ( w , s) (4) 
per i funzionali della classe precedente, per cui non sussiste un Teorema di 
compattezza, come si mostra con esempi già nel caso quadratico*

Il risultato che segue mette in luce che però per questi funzionali dalla 
F~q (w , s) convergenza segue la convergenza forte delle soluzioni di problemi 
di minimo, estendendo così un risultato analogo di [3] relativo al caso di fun­
zionali quadratici uniformemente ellittici.

C o ro lla r io  2.2. Se ( f h) , Q è un aperto limitato di Rny(p >  1)

e FÄ (fi) — I f h (x , Du) verificano'.
ò

F (u) =  TZq (w , s) lim Fh (fi) Vu e (Q)
h

allora esiste f  e tale che\

F (fi) — j  f  (x , Du) .
Q

Inoltre, se uh (9) , u (9) sono definiti da (2.5), (2.6), allora:

« * (? )-* « (? )  in ^ - H Î ,P(Ü).

Dimostrazione. Basta utilizzare il precedente Teorema e la Proposi­
zione 1.5, osservando che il funzionale

v e (fi) —> G (fi) +  j* <pv
JQ

ha un unico punto di minimo.

(4) Con w  (risp. s) indichiamo la topologia debole (risp. forte) di (Q). Tale con­
vergenza è stata introdotta in [5].
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