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Analisi matematica. — La proprieta di estensione moltiplicativa
nelle algebre di Banach ©. Nota di Sanpro LEvi, presentata ™
dal Socio B. SEGRE. -

SUMMARY. — The problem (set in [2]) of characterizing the subspaces of a commu-
tative Banach algebra enjoying the property of multiplicative extension is solved under
general assumptions and examples are given. Proofs will appear in another paper.

Sia B un’algebra di Banach commutativa con identita sul corpo complesso.
Un sottospazio M di B possiede la proprieta di estensione moltiplicativa
(p.e.m.) in B se ogni funzionale lineare su M di horma minore o uguale a uno
si puo estendere ad un funzionale lineare e moltiplicativo (f.l.m.) su B.

Il primo esempio di sottospazio con queste proprieta & stato costruito da
Hewitt e Kakutani {3] nell’algebra delle misure su un gruppo abeliano local-
mente compatto non discreto.

Pitt tardi Hewitt [2] ha posto il problema della caratterizzazione dei
sottospazi con la p.e.m. in un’algebra di Banach commutativa qualsiasi. Tale
problema & stato risolto da Phelps [4] nel caso particolare dell’algebra delle
funzioni continue su uno spazio compatto di Hausdorff.

In un lavoro in corso di stampa risolviamo il problema nel caso generale,
dando alcune condizioni caratteristiche che sono verificate dai sottospazi con
la p.e.m. in un’algebra di Banach commutativa qualsiasi.

I. RISULTATI GENERALI

a) Consideriamo la p.e.m. da un punto di vista globale. Vedremo in
seguito le condizioni affinché un singolo funzionale lineare suM si possa esten-
dere ad un f.l.m. su B.

Sia M un sottospazio di B con la p.e.m. in B.

Si verifica allora che lideale generato da M & proprio; in conseguenza
gli elementi di M non sono invertibili in B.

Inoltre se N & un sottospazio di M e M ¢& la chiusura di M in B, Ne M
hanno la p.e.m. in B.

Vale la seguente condizione necessaria:

Lo spettro in B di ogni elemento x di M ¢ il disco di centro ['origine ¢
raggio || ||

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.).
(**) Nella seduta del 13 novembre:1976.
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La definizione della p.e.m. fa intervenire il sottospazio M e l'algebra B.
Si ha il seguente Teorema di passaggio fra due algebre:

Se- Ay ¢ la sottoalgebra chiusa generata da M e dall'identita in B, M ha
la pem. in B se ¢ solo se M ha la p.ean. in Ay e ogni funzionale lineare ¢ molti-
Plicativo su Ay si puo estendere ad un f.lm. su B.

Una prima caratterizzazione della p.e.m. si ottiene considerando una
base {x;:7€ I} di M. Sia ] lo spettro congiunto degli x; in B.
TEOREMA 1. M ka la p.e.m. in B se ¢ solo se valgono le seguenti due con-
dizioni:
1) la trasformata di Gelfand é wn’isometria su M,

2) | & convesso e bilanciato in C'.
Un’utile caratterizzazione della p.e.m. & offerta dal seguente:

TEOREMA 2. M hala p.e.m. in B se e solo se ogni sottospazio di dimensione
Sinita di M ha la p.e.m. in B.

#) Chiediamoci ora sotto quali condizioni un funzionale lineare L su M
si possa estendere ad un flm. su Ay.

TEOREMA 3. L si puo estendere ad un f.lm. su Ay se e solo se per ogni
sottoinsieme finito {xy,- -+, x,} di M ed ogni polinomio complesso p in n varia-
bili ¢ verificata la disuguaglianza:

Iﬁ[L(.?ﬁ),,L(xn)] | SH?(% ,"‘,.76,1>H,

0, equivalentemente:

lp (L <x1) vy Li(ag)] I <2, 1) o s
dove || p (%1, -+, %) lloo € 2/ raggio spettrale di p (x,, -, x,).
Come diretta conseguenza si ha il

TEOREMA 4. Se M ha la pem. in B ¢ S & un sottoinsieme linearmente
indipendente di M, allora S é anche algebricamente indipendente.

Osserviamo che il Teorema 3 permette di dare una dimostrazione diretta
del seguente noto fatto (cfr. ad esempio [1]): Sia {x;:7€ I} una famiglia di
elementi di B e A la sottoalgebra chiusa generata dagli x;. Siano Jp e J, gli
spettri congiunti degli x; in B ed A rispettivamente. Allora J, & linviluppo
polinomiale convesso di Jp in cl.

¢) Se M ha la p.em. in B, M & contenuto in un sottospazio massimale
per la p.e.m. che ¢ chiuso in B. Un criterio di massimalith & il seguente:

Se la cardinalita dell'insieme {§ f.lom. su B : E|y = 0} & strettamente minore
di 2%, la chiusura di M & massimale ber la p.eom. in B.
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Come corollario di questo criterio si dimostra che se M ha la p.e.m. in B
e separa i punti dello spettro di B, la chiusura di M & massimale per la p.e.m.
in B ed inoltre nessun sottospazio chiuso proprio di M separa i punti dello
spettro di B.

2. ESEMPI E COSTRUZIONI

@) Sia M uno spazio di Banach. E possibile costruire un’algebra di Ba-

nach B tale che M sia isometricamente immerso in B e abbia la p.e.m. in B.

Sia V la palla unitaria del duale M’ di M dotata della topologia ¢ (M', M)

e sia A l'algebra generata da M in C (V) (algebra delle funzioni continue su V).
Allora lo spettro di A ¢ V e M ¢ massimale per la p.e.m. in C (V).

6) Sia B un’algebra di funzioni su uno spazio compatto non numerabile
e metrizzabile. Esiste allora un’isometria T: B — B tale che T (B) abbia la
p-em. in B.

¢) Sia {x;:7e I} un insieme di elementi di un’algebra B con potenze

indipendenti, secondo la definizione di J. H. Williamson [6]. (Se {x;,---, 2,}
¢ un sottoinsieme di {x;:7€ 1} e p(4, -+, 4) =Za;...;, i* -+ - 4" & un
polinomio a coefficienti complessi in # variabili si ha:

”p (xl [ ‘:er) H = X lail 17T T iy, |”x1 ”1’1' T ”xn“z”> .

Il legame fra questa nozione e la p.e.m. ¢ dato dal

TEOREMA 5. Sia M i/ sottospasio generato dagli x; e Ay la sottoalgebra
chiusa genevata da M e dall’identita. Allova M ha la p.eomn. tn Ay .

d) Sia G un gruppo abeliano localmente compatto non discreto ¢ M (G)
P'algebra delle misure su G.

Il Teorema 5 pud essere utilizzato per ottenere una altra dimostrazione
del risultato di Hewitt ¢ Kakutani, cui abbiamo accennato all'inizio, secondo
il quale il sottospazio delle misure continue concentrate su un sottoinsieme
compatto e indipendente di G ha la p.e.m. in M (G).

Come risultato affine, appoggiandoci ad un risultato di A. B. Simon [s5],
abbiamo dimostrato il

TEOREMA 6. Sia m una misura su G non negativa, continua e con potenze
a due a due singolari. Allora lo spettro di m in M (G) é il disco di centro I’ origine
e raggio || m||. Inoltre m é un divisore generalizzato dello zero nella sottoalgebra
generata dalle misure assolutamente continue rispetto ad m.

Notiamo che in [6] Williamson aveva congetturato che una misura »
hermitiana con potenze indipendenti (e quindi continua) avesse per spettro
il disco di centro l'origine e raggio || 7] .
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